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DievorliegendeArbeitbeschäftigtsichmitderEntwicklungvonnumerischenMethoden
fürdieSimulationvonErstarrungsvorgängen.BeiderabbildendenErstarrungssimulation
existierenzweigroßeProblemfelder:EingroßerBedarfanRechenzeitsowieeinuner-
wünschteranisotroperEinﬂussdesSimulationsgiters.
DaherwurdenausgehendvondiesenbeidenProblemfeldernzweiverschiedeneAnsätze
gewählt:Einerseitswurdeuntersucht,inwieweitdiebekannten,inhärentenSchwachstel-
len(insbesonderederanisotropeEinﬂussdesSimulationsgiters)deretabliertenZeluläre
Automaten-Methodeverbessertwerdenkönnen,dasssiemitihrergeringenRechenzeit
qualitativundquantitativauswertbareErgebnisseproduzierenkann.Dafürwurdeeine
Modiﬁkationimplementiert,diedasverstärkteWachstumderGrenzﬂächeinGiterrich-
tungreduziertundgleichzeitigdiephysikalischbevorzugteWachstumsrichtungstärkt.
ZusammenmitdernachgründlicherEvaluationausgewähltenHöhenfunktionsmethode
zurKrümmungsberechnung,welcheinderErstarrungssimulationbishernichteingesetzt
wurde,wurdemitdieserModiﬁkationdendritischesWachstumabseitsderGiterrichtung
simuliert.Esgelang,denGitereinﬂusssigniﬁkantzureduzierenundeinenqualitativen
FortschritgegenüberbisherveröﬀentlichtenSimulationsergebnissenzuerzielen.
DerzweiteAnsatzbestandinderEntwicklungeinertatsächlichanisotropiefreienMe-
thode.DurchdieBegründungaufeinemzufäligenPunktgitermitpaarweisemMinimal-
PunktabstandbesitztdieseMethodekeinebevorzugteRichtung.Durcheinesystematische
UntersuchungwurdeeinemodiﬁziertegiterloseInterpolations-undIntegrationsmethode
gefunden,diestabileSimulationenaufdiesemPunktgitererlaubt.MitderGrenzﬂächen-
repräsentationdurchsichzwischendenPunktenbewegendePartikelwurdenzunächstver-
schiedeneTestproblemeausdemBereichderErstarrungsimuliert,undschließlichauch
dasWachstuminstabilerGrenzﬂächenerfolgreichberechnet.
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DieErstarrungvonMetalenundLegierungenisteinProzessvonenormerwirtschaftli-
cherBedeutung.Dabeiistesinsbesonderewichtig,dieParameterdeserstarrtenGefüges
einstelenzukönnen,dadieseswiederumeinebreiteMengeanWerkstoﬀparameternbe-
stimmt.ImZugederErstarrunginteragierenjedochverschiedeneMaterial-undProzess-
parametern,welchealeeinenEinﬂussaufdaserstarrteGefügeausüben.
DenErstarrungsprozesseinesWerkstoﬀsvolständig,d.h.aufalenrelevantenLängens-
kalengleichzeitig,zubeschreibenist(mitheutigenMiteln)unmöglich.Statdessenexistie-
reneineVielzahlananalytischenundnumerischenModelen,diejeweilsTeilbereichebe-
schreiben.DabeisetzenmakroskopischeModelemeistaufstatistischeWerkzeuge,ummi-
kroskopischeVorgängeeinzubeziehen,währendmikroskopischeModeleimAlgemeinen
lediglicheinenkleinenzeitlichenundräumlichenAusschnitdarstelen.Mitdersteigenden
VerfügbarkeitvonRechenleistungundSpeicherplatzwachsendieseinnumerischenMo-
delenrepräsentierbarenAusschnitestetig,sodasssieheutzutageauchoft“mesoskopisch”
genanntwerden.
IndiesennumerischenModelen,dieaufderMikrometerskalaaufbauen,istdiedi-
rekteInteraktionderFest-Flüssig-GrenzﬂächemitdemsieumgebendenTemperatur-und
Konzentrationsfeldmaßgeblich.DiedieseInteraktionbestimmendenGesetzesindseitder
zweitenHälftedes20.Jahrhundertsweitgehendbekannt.Dadieentstehenden Wachs-
tumsstrukturenjedochimAlgemeinendieFormvonDendritenbesitzenunddamitsehr
komplexsind,existierenabbildendeModeleaufdieserLängenskalaaufgrundderdafür
benötigtenRechenleistungimWesentlichenerstseitden1990erJahren.
DiederzeitinderLiteraturdominierendenSimulationsmethodeistdabeidiePhasen-
feldmethodeinunterschiedlichenVariationen.Mitihrergroßenquantitativenundqualita-
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tivenGenauigkeitaufgrundihrerhochauﬂösendenRepräsentationderfest-ﬂüssig-Grenz-
ﬂächesteltsieden“Standard”derDendritensimulationdar.Dieswirdalerdingsgleich-
zeitigmiteinemgroßenBedarfanRechenzeiterkauft.
BereitsvordenPhasenfeldmodelen,dieinderMiteder1990erJahreaufkamen,wur-
denZeluläreAutomaten-ModeleinderDendritensimulationeingesetzt.Diesebesitzen
einewesentlichgröbereRepräsentationderGrenzﬂäche,wodurchihrRechenaufwand
umca.zweiGrößenordnungenunterhalbdemderPhasenfeldmethodeliegt.Gleichzeitig
besitztaufgrunddiesergröberenGrenzﬂächenrepräsentationdasSimulationsgiterauch
einenwesentlichgrößerenEinﬂussaufdasErgebnis,welchesdurchdenstarkanisotropen
EinﬂussdesGitersverfälschtwird.
DievorliegendeArbeitsolnunzumeinenergründen,obdieQualitätderzelulä-
reAutomaten-MethodedurchModiﬁkationenmitsinnvolemAufwandsoweitgesteigert
werdenkann,dasssiedurchihrenRechenzeitvorteilwiedergegenüberderPhasenfeld-
methodekonkurrenzfähigwird.DadasAnisotropieproblemauchdiePhasenfeldmethode,
wennauchingeringeremMaße,beeinﬂusst,solauchfürdiesesindieserArbeiteinLö-
sungsansatzentwickeltwerden.Dazuwirdversucht,durcheinaufeinemgrundlegend
neuen,anisotropiefreienGiterberuhendesSimulationskonzepteineSimulationsmethode
zuentwickeln,dessenErgebnissekeinerichtungsabhängigenEinﬂüssedurchdieMethode
aufweisen.
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DieerstenAnfängezurErstarrungssimulationmitelsZelulärerAutomatenreichenin
die1980erJahrezudenArbeitenvonSmith[1]undUmantsev[2]zurück.DieseAutoren
simuliertenzunächstdieErstarrungreinerStoﬀe.
WährenddieseModeleim WesentlichenErgebnissequalitativerArtlieferten,folgten
dannindererstenHälfteder1990erJahreweitereModelemitunterschiedlichdetailier-
temphysikalischenHintergrund.IhreHochzeiterlebtendieZeluläre-Automaten-Modele
schließlichgegenEndedes20.Jahrhunderts.SeitdemistihreBedeutungmitderzu-
nehmendenPopularitätderkonkurrierendenPhasenfeldmethodeinVerbindungmitden
rapideundstetigsinkendenKostenfürRechenzeitwiederzurückgegangen.
Derbei WeitemüberwiegendeTeilderdokumentiertenZeluläre-Automaten-Modele
fürErstarrungzeichnetsichdurchfolgendegemeinsameEigenschaftenaus,wobeiesin
alenPunktenauchabweichendeAnsätzegibt:
•Begründungaufeinemregulären,kartesischenGiter,
•DeﬁnitiondesZustandeseinerZeledurchdreiGrößen:lokaleKon-
zentrationdergelöstenKomponente,PhasenzugehörigkeitsowieFest-
phasenanteil.
•IntegrationderDiﬀusionsgleichungdurchFiniteDiﬀerenzenundex-
3
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pliziteZeit-Vorwärts-Integration,
•DreiZuständederPhasenzugehörigkeit:Festkörper,Flüssigkeitund
Grenzﬂäche.LediglichGrenzﬂächenzelenkönnenihrenFestphasen-
anteilverändern.FesteZelenhabeneinenFestphasenanteilvoneins,
ﬂüssigeZeleneinenvonnul,
•BereichefesterZelensindvonBereichenﬂüssigerZelendurcheine
einzelneSchichtGrenzﬂächenzelengetrennt.
UmausdiesenGrundbestandteileneinphysikalischesModelsolutaler,dendritischer
Erstarrungzuformulieren,sindfolgendeTeilproblemezulösen:
1.BerechnungderDiﬀusioninderNähederPhasengrenzﬂächeunter
BerücksichtigungderUnstetigkeitdesKonzentrationsverlaufsüberdie
Grenzﬂäche,
2.VeränderungdesFestphasenanteilsanhanddesKonzentrationsfeldes
umdieGrenzﬂächeherum,
3. WechselderPhasenzugehörigkeiteinerZelenachﬁxenKriterien,
4.BerechnungderGrenzﬂächengeometrie(Normalenrichtung,Krümmung)
EinweiteresProblem,welchesjedochalgorithmischschwerzufassenist,istdieMini-
mierungdesEinﬂussesderAnisotropiedesregulärenGitersaufdasSimulationsergebnis.
DurchdieregelmäßigeNaturdesGitersübtdieseseinenanisotropenEinﬂussbeialen
vierTeilbereichenaus.
DersimulierteerstarrendeDendrit,repräsentiertdurchdieMengeanfestenundGrenz-
ﬂächenzelen,wächstnotwendigerweiseinSchritenvonganzenZelen.Daheristdessen
GrenzﬂächeinLängenskalenderZelengrößennotwendigerweisegestuft.Diesediskrete
DarstelungübteinendirektenEinﬂussaufdieGeometriedererstarrendenFormaus.Dies
wurdeausführlichin[3]anhandeineseinfachen,binärenAusbreitungsmodelsuntersucht.
BeidiesemerhielteineZeledenZustandeins,wenninihrerNachbarschaftmindestens
einebestimmteAnzahlZelenebenfalsdenZustandeinsbesitzt.Diesentsprichtdem
realenFalderkreisförmigenAusbreitungeinerFrontmitkonstanterGeschwindigkeit.
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a) b) c) d) e)
Abbildung2.1.: Ergebniseinereinfachen Wachstumssimulationaufunter-
schiedlichenGitern(aus[3]):a)kartesischesGiter;b)zufäligePunktvertei-
lung;c)zufäligeVerteilungmitMindestabstand;d)verschobeneskartesisches
Giter;e)teilweiseaktiveskartesischesGiter.
Regelmäßigekartesische,hexagonaleodernicht-periodischeGiterergabenfacetierte
Ergebnisse,ebensokartesischeGitermitgrößerenNachbarschaftenundeventuelenAb-
standswichtungen.EntsprechendwurdeaucheineAbhängigkeitdermitlerenGeschwin-
digkeitderGrenzﬂächevonihrerOrientierunggefunden.
BeizufäligerPlatzierungderzelulärenAutomatenkonntehingegeneineisotropeWachs-
tumsgeschwindigkeitfestgesteltwerden,ebensonähertesichdieFormeinemKreisan.
BeizufäligerPlatzierungmitderzusätzlichenBedingungeinesminimalenpaarweisen
AbstandeswurdedieseAnnäherungnochbesser.BeiverschobenenGitern[4],beidenen
jedeZeleeineskartesischenGitersumeinenkleinenBetragverschobenwurde,sowiebei
teilweiseaktivenGitern,beidenennachzufäligerAuswahlnurjedezweiteZeleander
Simulationteilnahm,wurdenvergleichbareErgebnissegefunden(SieheAbbildung2.1).
Beialdiesennicht-regelmäßigenGiternwurdealsNachbarschafteinkonstanterKreis-
radiussogewählt,dassdiemitlereAnzahlNachbarnungefährneunbetrug.Dabeitraten
jedochsigniﬁkanteSchwankungeninderZahlderNachbarnauf.Diesewarenbeiden
kompletzufäligenunddenteilweiseaktivenGiternamgrößten,währendsiebeiden
verschobenenGiternamgeringstenwaren.
Untersuchtestochastische Methoden(Zufalswechselmiteinergewissen Wahrschein-
lichkeit,sequentieleAuswertungderZelzuständeinzufäligerReihenfolgemitundohne
Vermeidungvon Wiederholungen)führtenzuschlechterenErgebnissenmitanisotroper
GeschwindigkeitoderirregulärenStrukturen.
EinVersuch,dieseErkenntnisseineinErstarrungsmodel mitzelulärenAutomaten
einzuführen,sinddiesogenanntenPunktautomaten[5].DaspublizierteModelverwendet
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einverschobenesGiter,umthermischeErstarrungzusimulieren.Leiderberuhtesauf
unphysikalischenAnnahmen(sieheAbschnit2.1.4),wasdieInterpretationderErgebnisse
auchhinsichtlichdesEinﬂussesdesgewähltenGitersverhindert.
DiemeistenveröﬀentlichtenzeluläreAutomaten-Erstarrungsmodelebenutzenjedoch
kartesischeGiter,dadiesnebenderzugrundeliegendenBerechnungderDiﬀusionauch
dieProgrammstrukturstarkvereinfacht.StatdessenwurdenfürdieeinzelnenTeilalgo-
rithmenderZeluläreAutomaten-ModeleunterschiedlichsteAnsätzeuntersucht,deren
HauptaufgabendieVerringerungderdurchdaseinfacheGitererzeugtenAnisotropieist.
IneinzelnenVeröﬀentlichungenwurdenverschiedeneKorrekturalgorithmenvorgeschla-
gen:In[6]wurdeabhängigvonderlokalenKrümmungdieVeränderungdesFestphasen-
anteilsbeschränkt,umscharfeSpitzenundGräbenzuvermeiden.EinähnlicherAnsatz
fürdreiDimensionenwurdein[7]vorgestelt:DabeiwurdefürdasUmwandelneiner
FlüssigzeleineineGrenzﬂächenzeleein MinimumfürdenmitlerenFestphasenanteil
seinerNachbarnfestgelegt.DabeihingdieFormdesentstehendenDendritensehrstark
vondiesemParameterab.In[8]wurdendieFlüssigzeleninMoore-Umgebungumdie
GrenzﬂächenzelenheruminsofernalsTeilderGrenzﬂächeangesehen,alsdassdiesedie
Grenzﬂächenkonzentrationbesitzen.Flüssigzelen,dielediglichübernächster(alsodiago-
naler)NachbareinerGrenzﬂächenzelewaren,wurdenschwächervondieserbeeinﬂusst
alsNächste-Nachbar-Flüssigzelen.
EinezusätzlicheVariante,dieunerwünschteGiteranisotropiezuverringernbestehtdar-
in,dasGiterwährendderSimulationwiederholtzurotieren,sodassdieGiteranisotropie
imLaufedesSimulationslaufsinunterschiedlicheRichtungenwirkt.WenndieZeitskala
fürdieGiterrotationvielkleineralsdieZeitskaladergesamtenSimulationsrechnungist,
sowirderwartet,dasssichdiekünstlicheAnisotropieherausmitelt.DieseTechnikwurde
in[9]vorgeschlagenunderfolgreichaufeinPhasenfeldmodelangewandt.
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NebeneinemModelthermischerErstarrungformulierteDilthey[10]aucherstmalsein
ModelfürsolutaleErstarrungeinerbinärenLegierung.ImGegensatzzurthermischen
ErstarrungeinesreinenStoﬀes,welchemitdenbisdahinveröﬀentlichtenModelenaus-
schließlichbehandeltwurde,tritbeidersolutalenErstarrungnichtnureineUnstetigkeits-
steleindererstenAbleitungdesTemperaturfeldesauf,sondernaucheineUnstetigkeitim
Konzentrationsfeldselbst.DiesverhinderteinedirekteAnwendungderbisdahinetablier-
tenModele.DiltheybehandelteinseinerArbeitdieSprungsteledesKonzentrationsfel-
desanderPhasengrenzﬂächedurchAnnahmeeineskonstantenVerteilungskoeﬃzienten
k=C∗s/C∗l.DamitkonnteerinderFestphasediephysikalischeKonzentrationdurchden
VerteilungskoeﬃzientendividierenunderhieltsomiteinüberalstetigesKonzentrations-
feld.DasProblemdesSprungsimDiﬀusionskoeﬃzientenlösteer,indemerimBereichder
Phasengrenzﬂächemitfs-gewichteten,gemiteltenDiﬀusionskoeﬃzientenarbeitete.Damit
wardieLösungderDiﬀusionsgleichungindergesamtenDomänemöglich.
Nastac[1]berechnetedieDiﬀusionmitfs-gewichtetenKonzentrationenanderGrenz-
ﬂäche.Diesführtjedochdazu,dassdieKonzentrationenanderGrenzﬂächesystematisch
unterschätztwerdenundsteltdaherkeinephysikalischsinnvoleRepräsentationdar.Den-
nochwurdedieseMethodevonweiterenPublikationenaufgegriﬀen[12,13].
Beltran-Sanchezetal.[6]benutztenalsersteeineexpliziteZwei-Domänen-Variante:In
denfestenundﬂüssigenDomänenwirddieDiﬀusionsgleichungklassischdurchexplizite
FiniteDiﬀerenzengelöst,unddabeigegebenenfalsdieKonzentrationenderGrenzﬂäche
benutzt.InGrenzﬂächenzelenwirdhingegenderKonzentrationsﬂussfürjedenNachbarn
mitdemjeweiligenDiﬀusionskoeﬃzienten,jenachdessenZustand,einzelnberechnet.
DieserAnsatzhatdenVorteil,imPrinzipauchohnedenVerteilungskoeﬃzientenauszu-
kommenunddamitauchSimulationenmitrealenPhasendiagrammenzuerlauben.Zhuet
al.[14]formuliertendiesenAnsatzalsEin-Domänen-Lösung.
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flüssig GF fest
Abbildung2.2.: Gebräuchlichegeometri-
scheInterpretationendesFestphasenan-
teilsfs:a)Fläche,diedurcheinehori-
zontaleundeinevertikaleGrenzﬂächebe-
grenztwird,diesich mitunabhängiger
Geschwindigkeitbewegen;b) Wachstum
einerFormfunktion.ZuordnungderZel-
zustände:weiß:ﬂüssig;helgrau:Grenzﬂä-
che;dunkelgrau:fest.
FürdieVeränderungdesFestphasenanteilsan-
handdesdieGrenzﬂächeumgebendenKonzen-
trationsfeldesexistiereninderLiteratur,neben
einzelnen,eherexotischzunennendenVarian-
ten,imWesentlichenzweiMethoden:Dieexpli-
ziteBerechnungeinerGrenzﬂächengeschwin-
digkeitundBewegungeinervirtuelenGrenz-
ﬂäche,odereinezelbezogeneMassenbilanz.
Ausder Massenbilanz(3.2)kannausdem
diePhasengrenzﬂächeumgebendenKonzentra-
tionsfelddieGeschwindigkeitderGrenzﬂäche
errechnetwerden.DieseGeschwindigkeitmussgeometrischinterpretiertwerden,umeine
AussageüberdieVeränderungdesFestphasenanteilstreﬀenzukönnen.
Sasikumaretal.[15]teilteninihrem ModelzurthermischendendritischenErstar-
rungdieGrenzﬂächeineinerZeleineinenhorizontalenundeinenvertikalenPart
auf(Abbildung2.2a).DerhorizontalePartderGrenzﬂächebewegtesichdannanhand
dereindimensionalenMassenbilanzinvertikalerRichtungundumgekehrt.AlsFestpha-
senanteilwirddieFlächehinterdiesenzweiGrenzﬂächenangenommen.Aufgrundsei-
nerEinfachheitwurdedieserAnsatzvielfachaufgegriﬀen[6,10,1,16–18].DieseZwei-
GrenzﬂächeninterpretationhatjedochdieEigenschaft,dassfürdieBerechnungderZu-
nahmedesFestphasenanteilsimPrinzipdieSummederKomponentendesKonzentrati-
onsgradientenverwendetwird,undnichtdessenBetrag.DadurchwirddasFestphasen-
wachstuminsbesondereinsolchenGrenzﬂächenzelen,dieinzweiRichtungenﬂüssige
ZelenzumNachbarnhaben,überschätzt.
EinealternativeVarianteistdasWachseneinerbestimmtengeometrischenFormfunkti-
8
2.1.ZeluläreAutomaten
onmitderberechnetenGeschwindigkeit(Abbildung2.2b).DieserAnsatzstammtausdem
ZeluläreAutomaten-FiniteElemente(“CAFE”)ModelvonRappazundGandin[19,20].
DiesesModeldientzurSimulationerstarrendenGefüges,indemwachsendeDendriten
durcheineumhülendeFormdargesteltwerden.DieseFormwächstmitderGeschwin-
digkeit,mitdersichdieDendritenspitzenbewegen.DerenGeschwindigkeitkanndurch
analytischeModele(insbesonderedasLGK-ModelvonLipton,GlicksmanundKurz[21])
anhandderUnterkühlunganderDendritenspitzebeschriebenwerden.
DiesegeometrischeInterpretationmitwachsenderUmhülendenwurdemitunterschied-
lichengeometrischenFormenauchfürdieortsaufgelösteSimulationdendritischenErstar-
rensverwendet.BenutzteFormen(in2D)warendabeisowohldieursprünglichbenutzten
Quadrate[22]alsauchandere,“dendritische”Formen[5,23].AlendiesenModelenist
alerdingsgemein,dasssieauchzurBerechnungderWachstumsgeschwindigkeitderlo-
kalenfest-ﬂüssig-GrenzﬂächedasKGT-Modelheranziehen. WährenddiesesimFaldes
mesoskopischenCAFE-Modelsanwendbarist,isteshingegenzurlokalenBeschreibung
beliebigerStelendesDendritenphysikalischnichtsinnvol,waserheblicheZweifelander
InterpretierbarkeitderErgebnissedieserArbeitenaufwirft.
BeimMassenbilanz-AnsatzwirddiediﬀerentieleMassenbilanzderGrenzﬂächenichtan-
gewendet.StatdessenwirddieKonzentrationderGrenzﬂächenzelenzunächstanhand
derVolumendiﬀusionverändert.DieDiﬀerenzzwischendenGrenzﬂächenkonzentratio-
nenCl,snachDiﬀusionunddenGleichgewichtskonzentrationenC∗l,sderGrenzﬂächewird
durchVeränderungdesFestphasenanteilsausgeglichen[8,14,24,25].
DieserAnsatzentsprichteinerVolume-of-Fluid-Methode,indemeineGrenzﬂächenzele
austeilweiseFlüssigkeitundteilweiseFestphasebesteht,welcheinsichjeweilseinekon-
stanteKonzentration,nämlichdieGleichgewichtskonzentration,haben.Überdieräumli-
cheVerteilungdieserPhaseninnerhalbderZelewirdhingegenkeineAussagegemacht.
ImGegensatzzurerstenVariantebesitztderMassenbilanzansatzdenVorteil,exakte
Massenerhaltungzuerlauben.GleichzeitigwirdalerdingsdieDiﬀusioninderNäheeiner
Spitzeüberschätzt,dadieGrenzﬂächemitSchmelzeinalenumgebendenFlüssig-Zelen
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interagiertundnichtnurmitdendirektvorihrliegenden.
∇C?
∇C?
a) b)
Abbildung2.3.:Nachteileunterschiedlicher
KonventionenfürGrenzﬂächenzelen:a)
Grenzﬂächenzelennurinvon-Neumann-
NachbarschaftzufestenZelenermög-
lichenkeinerealistischeDarstelungei-
nesGrenzﬂächenverlaufes(Pfeilebezeich-
nenZelen mitwidersprüchlichemZu-
stand);b) Grenzﬂächenzelenin Moo-
re-UmgebungumfesteZelenbenötigen
komplexereDiﬀusionsalgorithmenalsFi-
niteDiﬀerenzen.
EinweitererwichtigerAspektistdasKriteri-
umzurVeränderungderPhasenzugehörigkeit.
DiesesKriteriumdeﬁniert,wanndieGrenzﬂä-
cheeineZelekompletdurchquerthatunddie-
sefestwird,bzw.wanndieGrenzﬂächeineine
neueZeleeintritunddiesesichalsGrenzﬂä-
chenzeleverhält.IndemüberwiegendenTeil
derModelewirddieseProblematiksogelöst,
dasseineZelefestwird,wennihrFestpha-
senanteilEinserreicht,undaleﬂüssigenZel-
leninihrervon-Neumann-UmgebungzuGrenz-
ﬂächenzelenwerden[1,16–18,24,25].Damit
wirdgleichzeitigdieAnnahmegetroﬀen,dass
eineZelenurdannzurGrenzﬂächegehören
kann,wennsieeinefesteZeleinihrervon-Neumann-Nachbarschaftbesitzt.Esexistieren
danebenauchzahlreicheModiﬁkationendieserVariante:Phasenübergangbeifs≥1nur
miteinergewissen,vonderkristalographischenOrientierungdesKeimsoderdesFestpha-
senanteilsderZeleabhängigenWahrscheinlichkeit[1,15]injedemZeitschrit;Umwand-
lungvonﬂüssigeninGrenzﬂächenzeleninderMoore-statdervon-Neumann-Umgebung,
wenndieVorzugsorientierungdesDendriten45◦zurGiterrichtungbeträgt[16,17];Forde-
rungeinergewissenzusätzlichenMindestmengeanFestphaseinderMoore-Umgebung[7].
DieGrenzﬂächenrepräsentationinvon-Neumann-UmgebungbesitztdieEigenheit,dass
esnichtmöglichist,beliebigeGrenzﬂächenverläufesoabzubilden,dassderFlächenanteil
jederZele,welchersichhinterderGrenzﬂächebeﬁndet,identischmitdemFestphasen-
anteilist(Abbildung2.3a).SiehathingegendenVorteil,dassdieDiﬀusionsberechnungin
denGrenzﬂächenzelengenausowieinderFest-undFlüssigphasemitderselbenFinite-
Diﬀerenzen-Methode,welchejaebenfalsaufdervon-Neumann-Nachbarschaftoperiert,
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durchgeführtwerdenkann.Methoden,welchedieMoore-NachbarschaftfürneueGrenz-
ﬂächenzeleneinsetzen,benötigenhingegeneinenanderenDiﬀusionsalgorithmusander
Grenzﬂäche(sieheAbbildung2.3b).SiebenötigenentwederFiniteDiﬀerenzenhöherer
Ordnung[16,17]odereineausgedehnteFormderGrenzﬂäche[8],welchejedochmiteiner
VerringerungderOrtsauﬂösungeinhergeht.
EinebesondereMethodewirdinderArbeitvonBeltran-Sanchezetal.[6]inFormeiner
anFrontTrackingangelehntenMethodevorgestelt:AusdemFeldderFestphasenantei-
lewirdinjedemSchriteinedurchPartikelrepräsentierteGrenzﬂächekonstruiert.Diese
PartikelbewegensichvomZentrumderZeleweginRichtungihrerNormalenrichtung,
derFestphasenanteilistdanndasMaßfürdiePositionaufihremBewegungspfad.Diese
PartikelwerdenverbundenundaufdieseWeiseeine“Grenzﬂäche”konstruiert.Beﬁnden
sichdieZentrenﬂüssigerZeleinnerhalbdieserGrenzﬂäche,sowerdensiezuGrenzﬂä-
chenzelen.Details,wiedieBerechnungderKonnektivitätderPartikeloderdasKriterium,
wanneineGrenzﬂächenzelefestwird(eskönnenFestphasenanteilegrößereinserreicht
werden,ohnedasseineneueZelezurGrenzﬂächewird),werdeninderArbeitjedoch
nichterläutert.InseinergeometrischenWirkungentsprichtdieseMethodeeinerPhasen-
änderunginMoore-Umgebung,alerdingsmiteinerkomplexen,unteranderemvonder
lokalenGrenzﬂächennormalenabhängigenGeschwindigkeitsskalierung.AuchdieserAn-
satzwurdedurchandereGruppenaufgegriﬀen[23,26].
EineMischmethodeistin[14]zuﬁnden.ObwohldasWachstumimSinneeinerMas-
senbilanzberechnetwird,alsokeinegeometrischenAnnahmenüberdieVerteilungder
beidenPhaseninderZelegemachtwerden,sowirdfürdenPhasenwechseltrotzdem
diePartikelmethodeaus[6]angewandt,welcheAnnahmenüberdieGrenzﬂächenposition
beinhaltet.DesWeiterenwirdderFestphasenanteilaufEinsbegrenzt,sodassdasPhasen-
wechselverhaltenaußerinExtremfälenimWesentlicheneinemvon-Neumann-Wachstum
entspricht.Dazupasst,dassindiesem ModeldieDiﬀusionindergesamtenDomäne
durcheinfachezentrierteFiniteDiﬀerenzenberechnetwird,wasindenseltenenFälen,
dasseineGrenzﬂächenzeleaußerhalbdervon-Neumann-UmgebungeinerfestenZeleent-
steht,zuProblemenführenwürde,dadieseGrenzﬂächenzelenichtüberDiﬀusionanden
Festkörpergekoppeltist,währendgleichzeitigdieDiﬀusionindieﬂüssigePhasehinein
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überschätztwird.
BisaufwenigeAusnahmen[10,27]wurdeindenveröﬀentlichtenModelenderVorgang
desSchmelzens,alsodaseineGrenzﬂächenzeleﬂüssigundeinefesteZeleGrenzﬂä-
chenzelewird,nichtbehandelt.In[10],einemModelthermischerErstarrung,ﬁndetder
ÜbergangzwischenfestenundﬂüssigenBereichenübermehrereZelenhinwegstat:Ins-
besonderewirdfürjedeZele,auchﬂüssigeundfeste,injedemZeitschritgeprüft,ob
sichihrFestphasenanteilverändert,sodasskeinegesonderteBehandlungvonnötenist.Die
genaueVorgehensweisein[27]istderveröﬀentlichtenArbeitleidernichtzuentnehmen.
DasersteZeluläreAutomaten-ModelfürsolutaleErstarrung[10]wargleichzeitigauch
daserste,welchesdieAnisotropiederGrenzﬂächenenergieberücksichtigte.Diedafürbe-
nötigtelokaleGrenzﬂächennormalewurdedabeiermitelt,indemineinerdeﬁniertenUm-
gebungdieMassenschwerpunktedesFest-unddesFlüssigphasenanteilsberechnetunddie
VerbindungsliniedieserbeidenPunktealsNormalenrichtungangenommenwurde.Auch
inspäterenModelen[5,8]wurdedieserAnsatzaufgegriﬀen.IneinzelnenModelen[1]
wurdedieAnnahmederMassenbilanz,dassderfürdasWachstumderGrenzﬂächemaß-
gebendeAtomﬂussderjenigesenkrechtzurGrenzﬂächeist,umgekehrt:AlsNormalenrich-
tungwurdedieRichtungdesmaximalenFlusses–∇CanderGrenzﬂächeangenommen.
DerbeiweitemüberwiegendeTeilalerveröﬀentlichtenModeleverwendetjedocheinen
AnsatzausderNiveaumengen(“LevelSet”)-Methodologie(entwickeltin[28],oftzitiertals
TeildesProgrammpaketes“RIPPLE”[29]):
n⃗=–⃗∇fs (2.1)
DemliegtderGedankezugrunde,dassdasFeldderFestphasenanteile,welchesinﬂüssigen
ZelendenWertNulundinfestenZelendenWertEinsbesitzt,alseineNiveaumenge
angesehenwerdenkann,welcheaufseinerHöhenlinievon0,5dieGrenzﬂächerepräsen-
tiert.Esistdabeiaberanzumerken,dassdasFestphasenfeldaufeinermitderZelgröße
vergleichbarenLängenskalavonNulaufEinswechselt,waseinersehrgrobenAuﬂösung
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derNiveaumengeentspricht.BeiderAbleitungsolcheinesgrobaufgelöstenFeldeskann
mitgroßenFehlerngerechnetwerden.DabeiistbeiModelen,dieGrenzﬂächenzelenin
derMoore-UmgebungvonfestenZelenerlauben,dieseLängenskalaetwasgrößeralsbei
solchen,dieGrenzﬂächenzelennurindervon-Neumann-Umgebungerlauben,wasein
geringeresFehlerniveaubeiErsterenerwartenlässt.
BeiderBerechnungderKrümmungkannmiteinemnochgrößerenEinﬂussdiesesFeh-
lersgerechnetwerden,dadiesealsDiﬀerentialoperatorzweiterOrdnungnochempﬁndli-
cheraufdiegrobeAuﬂösungdesFestphasenanteilsfeldesreagiert.BeiGrenzﬂächenreprä-
sentationenmitGrenzﬂächenlediglichinvon-Neumann-NachbarschaftzufestenZelen
kanndabeidavonausgegangenwerden,dassdieKrümmungsberechnungsehrstarkvon
derLagederGrenzﬂächenzelenzueinanderabhängigist:SohängtzumBeispielbeieiner
EckzelemitjezweiﬂüssigenundfestenNachbarndieberechneteKrümmungeinzigund
aleinvonihremeigenenFestphasenanteilab,währendbeieinerZeleaneinerplanen
Grenzﬂäche,dieentlangeinerGiterachseliegt,auchihrezweibenachbartenGrenzﬂä-
chenzelenindieBerechnungeingehen. WennGrenzﬂächenzeleninMoore-Umgebung
vonfestenZelenerlaubtsind,istauchdieserEﬀektabgeschwächt,aberletztendlichkann
davonausgegangenwerden,dassdieGiteranisotropieaucheinenEﬀektaufdieBerech-
nungderKrümmungbesitztundauchaufdiesemWegdieSimulationnachteiligbeein-
ﬂusst.
AledieseEﬀektewurdenindervorliegendenLiteraturjedochnichtdiskutiert,obwohl
dieEﬀektederKrümmungentscheidendfürdieEntstehunganisotroperdendritischer
Strukturensind.StatdessenwurdenverschiedensteVerfahrenzurKrümmungsberechnung
inveröﬀentlichtenModelenimplementiert,wobeieinesystematischeEvaluationimRah-
menderZeluläreAutomaten-Modeleausblieb.
IndenfrühenZeluläreAutomaten-ModelenwurdenzunächstZelzählungsmethoden
benutzt.DabeiwirddieSummederFestphasenanteileineinergewissenUmgebungumdie
interessierendeZelealseinMaßfürdieKrümmungangenommen.DieseMethodewurde
zuerstinderFluiddynamikangewandt[30],mathematischuntersuchtin[31]undweiter
entwickeltin[32].InZeluläreAutomaten-Modelendendritischen Wachstumswurdees
zuerstin[33]mitZählungindervon-Neumann-Umgebungangewandt,späteringrößeren
13
2.GrundlagenundStandderForschung
Umgebungenin[15]sowievondortmodiﬁziertin[10].Ausgehendvondenletztenbei-
denArbeitenwurdedieMethodeinvielenModeleneingesetzt.In[34]wurdesienoch
zusätzlichmodiﬁziert,umdieKristalanisotropieschoninderKrümmungsberechnung
einzubeziehen.TrotzhoherBeliebtheitaufgrundihrerEinfachheitleidetdieseMethode
alerdingsunterihrerlediglichqualitativenNatur.InnerhalbdergewähltenUmgebung
gibtsiezwareinMaßfürdiemitlereKrümmungan,dadieUmgebungaberrelativgroß
gewähltwerdensolte(RadiusinderGrößenordnung10Zelen),istdieInformationlokal
fürdiegewählteZeleinexakt.
DaserstepublizierteZeluläreAutomaten-ModeldendritischerErstarrung[1]benutzte
einGrenzﬂächenrekonstruktionsverfahrenwieinderFluiddynamikgebräuchlich(z.B.[30,
35]).BeidiesenVerfahrenwirdderVerlaufderGrenzﬂächeinnerhalbderZeledurcheine
vorgegebeneFunktion(z.B.linear,Parabel)angenähertunddieKrümmunganhanddieser
Grenzﬂächenstückeberechnet.InderErstarrungssimulationmitelsZelulärerAutomaten
wurdensolcheMethodenbeispielsweisein[36]und[37]angewandt.DieindiesenArbeiten
verwendetePLIC(PiecewiseLinearInterfaceCalculation,eineinfachererVertreterder
Rekonstruktionsmethoden)weistjedochnureinegeringeGenauigkeitauf,währenddie
inderFluiddynamikalsrechtgenaueMethodeetablierteCLSVOF(CombinedLevelSet-
VolumeofFluid,zuerstin[38]eingeführt)einenerheblichenRechenaufwanderfordertund
bishernichtinderDendritensimulationinErscheinunggetretenist.
IndenletztenJahrenhatsichjedochinderZeluläreAutomaten-Dendritensimulation
trotzderobenaufgeführtenerwartbarengroßensystematischenFehlerdieLevel-Set-
Methodedurchgesetzt.DabeiwirddieKrümmungals
κ=∇t⃗n|⃗n|=∇t
(
∇⃗fs
|⃗∇fs|
)
(2.2)
formuliertunddieerforderlichenAbleitungenmeistmitelsFiniterDiﬀerenzenausdem
FeldderFestphasenanteilebestimmt.IndenindenletztenJahrenaufkommendendreidi-
mensionalenModelen[7,24]wurdedieseMethodemitHilfedesCahn-Hoﬀman-Vektors
([39,40],aufbauendauf[41,42]),welcherGrenzﬂächenanisotropieundKrümmunginsich
vereint,weiterentwickelt.
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AbseitsderErstarrungssimulationﬁndetsichinderFluiddynamikmitderHöhenfunk-
tion(HF)nocheineweitereMethode,dieimVergleichzurekonstruierendenMethoden
bessereErgebnissefürdieKrümmungsberechnungliefert[43].DabeiwirddieGrenzﬂäche
lokalalsFunktiony(x)oderx(y
a)
b)
)angepasstunddieKrümmungvondieserberechnet.Diese
MethodewurdezuerstangewendetvonPooetal.[44],erfreutsichlebhafterAnwendung
inderFluiddynamikundwirdauchinDetailsweiterentwickelt(andereGiterformen[45],
geometrischeSpezialfäle[46–48]).
Abbildung2.4.:SimulierteEinzel-
dendritenausderLiteratur:a)
[6]Fe-C,AbkühlungderDomä-
nedurchdielinke Wand,Brei-
te600Zelen,Graustufenstel-
lendasKonzentrationsfelddar;
b)[24]unterkühltesFe-C,Simu-
lationsdomäne2503Zelen.
EineProblemstelung,dieinalenveröﬀentlichtenMe-
thodenzurGeometrieberechnungausgelassenwird,ist
dieErkennungaufeinanderzulaufenderGrenzﬂächen.
BeﬁndetsichinnerhalbderUmgebung,diefürden
Zel-zähl-AlgorithmusoderdieBildungderAbleitun-
gendesFestphasenfeldesherangezogenwird,einewei-
tereGrenzﬂäche,diejedochzueinemanderenTeildes
DendritenodergareinemanderenDendritengehört,so
werdendieBerechnungenverfälscht.DieseProblematik
wirdjedochinkeinerPublikationaufgegriﬀen.
Inden Abbildungen2.4und2.5sindrepräsentati-
veErgebnisseausderLiteraturdargestelt.DieAb-
bildungensinddabeidenArbeiten[6],[14]und[24]
entnommen,dieteilweiseaufeinanderaufbauen.[6]
verwendetzurBerechnungderGrenzﬂächenbewegung
denZwei-Grenzﬂächen-Ansatz.DieZustandsänderung
erfolgtüberdeninjener ArbeitentwickeltenFront
Tracking-Ansatz.DiesistdarüberhinauseinederArbeitenmitdemVersuchderKorrektur
derAnisotropie,indiesemFaldurchkrümmungsabhängigeEinschränkungdes Wachs-
tums.[14]bautaufdieserArbeitaufundverwendetdessenFrontTracking-Methode.Zur
15
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a) b) c)
Abbildung2.5.:SimulierteDendritenfelderausderLiteratur:a)[6]Al-Cu,
AbkühlungdurchdieDomänenwände,Seitenlänge1000Zelen,Graustufen
stelenwiederdasKonzentrationsfelddar;b)[14]Al-Cu,Abkühlung5K/s,
Seitenlänge600Zelen;c)[24]Al-Cu,Abkühlung5K/s,Simulationsdomäne
2503Zelen.
BerechnungderVeränderungdesFestphasenanteilskommtalerdingseinMassenbilanz-
ansatzzumEinsatz.[24]istwiederumimWesentlichendieErweiterungdiesesModelsauf
dreiDimensionen.DieFrontTracking-MethodewurdedabeinichtaufdreiDimensionen
erweitert,statdessenﬁndetdieVeränderungdesPhasenzustandesindervon-Neumann-
UmgebungeinererstarrendenGrenzﬂächenzelestat.ZurBerechnungderGrenzﬂächen-
geometriewirdinalendreiMethodenderLevel-Set-AnsatzmitFinitenDiﬀerenzenein-
gesetzt.
EinwiederkehrenderSimulationsfalistdasWachstumeinesfreiwachsendengleichach-
sigenDendriten.BezeichnenderweisewirddabeidieWachstumsrichtungmeistinGiter-
richtungausgerichtet,einetatsächlicheUntersuchungdesWachstumsabseitsderGiter-
richtungﬁndetnurseltenstat.InAbbildung2.4a(aus[6])wurdeeinsolcherDendritmit
einem Winkelvon15◦zurGiterrichtungsimuliert.Dieserhältseinebevorzugte Wachs-
tumsrichtunginsbesonderezuBeginnsehrgutein,alerdingsdrehtsichseine Wachs-
tumsrichtungspäterwiederinRichtungderGiterrichtung.Gleichzeitigfältauchdas
ungleichmäßigeundsehrdünneSekundärarmwachstumzubeidenSeitendesPrimärarms
auf.InderOriginalarbeitwurdediesesVerhaltendurchdieBeeinﬂussungderoberen
Domänenwandbegründet.WieinderAbbildungzusehen,interagiertdasKonzentrati-
onsfeldalerdingsnochnichtsigniﬁkantmitderoberenDomänenwand,dieserEﬀektist
alsotatsächlicheinEﬀektderGiteranisotropie.
BeiSimulationeninGiterrichtung,wiez.B.inAbbildung2.4b(aus[24])zeigtsichhin-
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gegeneingleichmäßigesWachstumderSekundärarme.EsfalenbeidieserSimulationdie
sehrstarkgekrümmtenDendritenspitzensowiedierelativschwachundspätauftretenden
Sekundärarmeauf.
Einanderer,häuﬁgersimulierterFalistdieInteraktionmehrererDendritenunterschied-
licherOrientierung(Abbildung2.5).DabeiwirddieKeimdichteimAlgemeinenrechthoch
gewählt,sodassdiewachsendenDendritenschoninFrühstadienihrerErstarrungmitein-
anderinteragieren.SekundärarmwachstumtritdabeimeistnurinsehrgeringemMaße
auf.DadurchwirdderEinﬂussderGiteranisotropieetwasverdeckt,istabernochzuer-
kennen.EslässtsicheineAbhängigkeitderWachstumsgeschwindigkeitvonderOrientie-
rungerahnen,undebenso,dassWachstumsrichtungenabseitsderGiterrichtungennicht
immereingehaltenwerden.DieseEﬀektelassensichjedochaufgrundderhohenKeimdich-
tebeidenveröﬀentlichtenErgebnissennurschwervontatsächlichphysikalischenEﬀekten,
wie“softimpingement”separieren.BeiderdreidimensionalenSimulation(Abbildung2.5c)
scheintdieGiteranisotropietatsächlicheinengeringerenEinﬂusszuhabenalsinzweiDi-
mensionen,zumindestzeigendieDendritentrotzderdochgeringenOrtsauﬂösungvon
250ZelenproSeite,soweitdasbeiihrergeringenLängeerkennbarist,einekonsistente
EinhaltungihrerWachstumsrichtung.
AlsdasgrößteHindernisaufdemWegzueinemphysikalischenModelhatsichdieGit-
teranisotropieerwiesen.Trotzdem(oderauchgenaudeswegen)wirddasProbleminden
meistenPublikationennichteinmalerwähnt.DennochhabendiemeistenVariationender
ZeluläreAutomaten-MethodikimmeraucheineVerringerungderGiteranisotropiezum
Ziel.EinetatsächlicheDiskussionderFehlerqueleninZelulärenAutomatenzurDendri-
tensimulationfandimWesentlichenalerdingsnichtstat.Zudemsteheneineschlüssige
BehandlungdesSchmelzenssowieeinAlgorithmusfürdieBerücksichtigungsichannä-
hernderGrenzﬂächenfürdieGeometrieberechnungnochaus.EbensoistzwardieLevel-
Set-MethodezurBerechnungderGrenzﬂächengeometrieetabliert,eskannjedochdavon
ausgegangenwerden,dasssienichtdasOptimumdarstelt.
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GiterloseMethodensteleneinejüngereKlasseanMethodenzurLösungvonDiﬀerenti-
algleichungendar,welchezuerstinden1970erJahreninFormdergeglätetenTeilchen-
hydrodynamik(smoothedparticlehydrodynamics)[49]auftauchten,jedocherstinden
1990erJahrengrößereAufmerksamkeitbekamen.
GiterloseMethodenunterscheidensichvonden“klassischen”Lösungsmethoden(wie
FiniteElemente,FiniteVolumenbzw.FiniteDiﬀerenzen),indembeiihnenderSimulations-
raumnichtinnichtüberlappendeFlächen-bzw.Volumenelementeeingeteiltist,sondern
durcheinePunktmengerepräsentiertwird,aufdenendie WertedesgesuchtenFeldes
lokalisiertsind.DiesePunktmengemussimPrinzipwederbestimmtengeometrischenAn-
forderungengenügennochisteinGiter,alsoeineKonnektivitätdieserPunktevonnöten.
GiterloseMethodenbestehenauszweiGrundbausteinen:EineInterpolationsmethode,
umausderPunktmengeeinstetigesbzw.biszurgewünschtenOrdnungdiﬀerenzierba-
resFeldzukonstruieren,sowieeineIntegrationsmethode,welchediezulösendepartiele
DiﬀerentialgleichungineinegewöhnlicheDiﬀerentialgleichungderZeit(fürAnfangswert-
probleme)odereinGleichungssystem(fürRandwertprobleme)umwandelt.Diegrundle-
gendenFunktionsweisenbeiderElementesolenimFolgendenanhanddergeneralisierten
Wärmeleitungsgleichung
∂C
∂t=ΔC (2.3)
erläutertwerden.DieserExkurslehntsichaneinStandardwerküberGiterloseMethoden
“TheMeshlessLocalPetrov-Galerkin(MLPG)Method”vonAtluriundShen[50]an.
DasgesuchtestetigeFeldCwirdmitelsderInterpolationsmethodenals(imAlgemeinen
lineare)FunktionderPunktewerteuidargestelt,derenKoeﬃzientenortsabhängigsind:
C(⃗x)=f(u,⃗x)=∑
i
ϕi(⃗x)ui=ϕT(⃗x)u (2.4)
18
2.2.GiterloseMethoden
DieKomponentendesVektorsϕwerdendabeials“Formfunktionen”bezeichnet.Sinddie
Formfunktionensobeschaﬀen,dasssielediglichineinergewissenUmgebungumihren
zugehörigenPunktnichtverschwinden,besitztdieInterpolationlokalenCharakter,daim
UmkehrschlusslediglichdiejenigenPunkteEinﬂussaufdieInterpolationaneinembelie-
bigenPunkthaben,dieihninihrerUmgebungbeinhalten.DasinterpolierteFeldbesitzt
denselbenGradderDiﬀerenzierbarkeitwiedieFormfunktionen.BeilokalenFormulie-
rungenmüssendaherdieFormfunktionenauchamRandihrerUmgebung,andemsie
verschwinden,biszumgewünschtenGradstetigdiﬀerenzierbarsein.
DierechteSeitevon(2.3)kannmitelsderAbleitungenderFormfunktionendargestelt
werden:
ΔC|⃗x=
∑
i
Δ↓ϕi(⃗x)ui=
∑
i
(Δϕ)i(⃗x)ui=(Δϕ)(⃗x)u (2.5)
DieFunktionen(Δϕ)isinddabeidieFormfunktionenderzweitenAbleitung.
DreilokaleInterpolationsmethoden,dieindieserArbeitVerwendungﬁnden,solenim
Folgendenkurzvorgesteltwerden.IhremathematischeBeschreibungistdemAnhangzu
entnehmen.SieschließendasFeldderInterpolationsmethodennatürlichnichtab,stel-
lenaberdieeinfacherenVariantendar.WeitereMethodenkönnendemobengenannten
Lehrbuchentnommenwerden.
BeiderRBF-InterpolationsmethodebestehtdieFormfunktiondesPunktesx⃗iauseiner
vorgegebenenradialenFunktionRumdiesenPunktherum,sowieeinemunbekannten
Koeﬃzienten:
ϕi(⃗x)=aiR(|⃗x–⃗xi|) (2.6)
DieKoeﬃzientenkönnenmitelsdessogenanntenInterpolationskriteriumsbestimmtwer-
den.Diesesbesagt,dassdasinterpolierteFeldamOrteinesPunktes⃗xiseinenPunktwert
uiannehmensol.DarausfolgteinlösbareslinearesGleichungssystemmitGleichungen
derForm:
ui!=C(⃗xi)=
∑
j
ajR(|⃗xi–⃗xj|) (2.7)
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AusdiesemkönnendieunbekanntenKoeﬃzientenajberechnetwerden,unddasFeld
sowieseineAbleitungenindergewünschtenFormdargesteltwerden.Einedetailierte
AusführungﬁndetsichimAnhang(B.3.1).
WirddieFunktion R(x)sogewählt,dasssieaußerhalbeinesbestimmtenRadiusR0
verschwindetR(x)=0x>R0,soerhältdieseInterpolationsmethodelokalenCharakter.
DaszulösendeGleichungssystemerhältindiesemFaldieFormeinerBandmatrix.
BeidieserInterpolationsmethodewirddasstetigeFelddurcheinegewichtetekleinste-
Quadrate-AnpassungüberdiePunkteundihreWertebeschrieben.WieimAnhang(B.3.2)
ausgeführt,kannaucheinesolcheAnpassunginderFormvonFormfunktionen,alsoals
LinearkombinationderPunktwertemitortsabhängigenKoeﬃzienten,dargesteltwerden.
ImGegensatzzurRBFwirdbeidieserMethodedasInterpolationskriteriumnichterfült,
daeinekleinste-Quadrate-AnpassungimAlgemeinennichtdiezugrundeliegendenPunkte
schneidet.
FürdieBerechnungderWertederFormfunktionenaneinemPunktisteinGleichungs-
systemmitsovielenUnbekanntenzulösen,wieVariablenangepasstwerden.DieKoef-
ﬁzientendiesesGleichungssystemsbestehendabeiausSummenüberdieteilnehmenden
Punkte.DieseInterpolationsmethodeerhältlokalenCharakter,wenndieWichtungsfunk-
tion,diefürdieAnpassungverwendetwird,außerhalbeinerbestimmtenUmgebungver-
schwindet.DadurchwirdlediglichdieLängederberechnetenSummenverändert.
DadieDiﬀerenzierbarkeitderresultierendenFormfunktiondasMaximumderDiﬀeren-
zierbarkeitender WichtungsfunktionunddergewähltenFunktionenbasisist,kanndiese
BasisbeigeeigneterWahlderWichtungsfunktionauchsehrkleingewähltwerden,bishin
zurAnpassungeinerKonstanten.
FürdieFormfunktionenderAbleitungenzurLösungdesGleichungssystemsdurchMa-
trixinversionkommen,imGegensatzzurRBF,nocheinegrößereAnzahlMatrix-Matrix-
Multiplikationenhinzu.JenachWahlderGrößederUmgebungenbesitztalsodieRBF-
oderdieGWQ-einengeringerenRechenaufwand:FürSimulationsdomänenmitwenigen
PunktenistdieRBFschneler,währendfürgroßeDomänendieGWQRechenvorteile
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besitzt.
DieDAMistzwarinihrermathematischenFormulierungmitderGWQ-Methodever-
wandt,verfolgtalerdingseinenanderenkonzeptionelenAnsatz.ImGegensatzzuden
beidenbishervorgesteltenMethodenformuliertsiekeinüberalaufderSimulationsdo-
mänekonsistentesundstetigesFeld,umdieAbleitungenzuberechnen.Statdessenwerden
lokaldieKoeﬃzienteneinerTaylor-ReihedergewünschtenOrdnungdurcheinegewichte-
tekleinste-Quadrate-Anpassungbestimmt,unddielokaleAbleitungausdieserberechnet.
DieAbleitungenlassensichdabeiebensoalsFormfunktionenϕi(⃗x)und(Δϕ)i(⃗x)darstelen,
aberesgiltimGegensatzzudenanderenbeidenMethoden(Δϕ)i̸=Δ↓ϕi
DerlokaleCharakterdieserInterpolationsmethodewirdebensowiebeiderGWQ-
Methodedurchdie Wahlder WichtungsfunktionderAnpassungbestimmt.Durchdie
VerwendungderangepasstenParameterderTaylor-ReiheistimUnterschiedzurGWQder
RechenaufwandfürjedegewünschteAbleitungderselbe.ImGegensatzzurGWQmussdie
TaylorreihealerdingsbiszumgewünschtenGradangepasstwerden.
ZielderIntegrationsmethodenistes,nachGleichung(2.3)undmitHilfederFormfunk-
tionenausdenWertenutialerPunkte⃗xizumZeitpunkttdieWerteut+Δti zumnächsten
Zeitschritzuberechnen.Dazusindim WesentlichenzweiVerfahrengebräuchlich:Die
schwacheFormulierung,wiesieauchbeiderFinite-Elemente-MethodezurAnwendung
kommt,sowiedieKolokation.
InnerhalbeinerTeildomäneΩiisteineFunktionC(⃗x,t)einesogenannteschwacheLösung
derDiﬀerentialgleichung(2.3),wennsiedieGleichung
∫
Ωi
vi∂C∂tdA=
∫
Ωi
viΔCdA (2.8)
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fürbeliebige“Testfunktionen”vi(⃗x)erfült.SetztmandieInterpolationmitelsFormfunk-
tionenauseinerdervorgesteltenMethodenein,soerhältman:
∫
Ωi
(∑
j
∂uj
∂tϕj
)
vidA=
∫
Ωi
(∑
j
uj(Δϕ)j
)
vidA (2.9)
bzw.durchVertauschenvonSummeundIntegral
∑
j
∂uj
∂t
∫
Ωi
ϕjvidA=
∑
j
uj
∫
Ωi
(Δϕ)jvidA (2.10)
DieIntegralekönnenaufeinebeliebigeWeisenumerischgelöstwerden,undmanerhält
einelinearegewöhnlicheDiﬀerentialgleichungderKnotenwerteundihrerZeitableitungen.
SteltmandieseGleichungfürsovieleunterschiedlicheDomänenauf,wiePunktevorhan-
densind,soerhältmaneinlösbaresSystemlinearergewöhnlicherDiﬀerentialgleichungen.
EinegenauemathematischeBeschreibungamBeispielderindieserArbeitangewandten
explizitenZeit-vorwärts-IntegrationﬁndetsichimAnhang(B.4.3).
DurchpartieleIntegrationderrechtenSeitevon(2.10)kanndieseFormderIntegrati-
ondieWärmeleitungsgleichungselbstmitnureinfachdiﬀerenzierbarenFormfunktionen
lösen.MitelsderGaußschenIntegralsätzelässtsichdarüberhinauseineeinfacheImple-
mentierungderNeumannschenRandbedingungenerreichen.DirichletscheRandbedin-
gungensindmitderschwachenFormulierunghingegennichtexaktzuerfülen,sondern
benötigenzusätzlicheLagrangesche“penalty”-Terme.
BeiderKolokationwirdvonderLösungC(⃗x,t)lediglicherwartet,dasssieanbestimmten
Testpunktenx⃗idieDiﬀerentialgleichungerfült:
∂C
∂tx⃗i
=ΔC|⃗xi (2.1)
DurchEinsetzenderFormfunktionenerhältmanwiedereinelineareGleichungder
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PunktwerteundihrerAbleitungen:
∑
j
∂uj
∂tϕj(⃗xi)=
∑
j
uj(Δϕ)j(⃗xi) (2.12)
SteltmandieseGleichungwiederfürebensovieleTestpunkteauf,wiePunktederDo-
mänenrepräsentationvorhandensind,soergibtsichwiederumeinlösbareslinearesSystem
gewöhnlicherDiﬀerentialgleichungen.DieTestpunktekönnenimPrinzipbeliebiggewählt
werden,imAlgemeinenwirddabeijedochaufdieMengederDomänenpunktezurück-
gegriﬀen.AuchvonderAnwendungdieserMethodeﬁndetsicheinemathematischeBe-
schreibungimAnhang(B.4.3).
ImGegensatzzurschwachenFormulierungerlaubtdieseIntegrationsmethodeeineex-
akteErfülungvonDirichletschenRandbedingungen,benötigtjedochwiederumzusätzli-
cheKonzeptefürRandbedingungenNeumannscherArt.
GiterloseMethodenwurdenalsErsatzfürFinite-Elemente-Methodeneingeführt.Deshalb
werdensieinderLiteraturmeistfürstationäreProblemstelungenderMechanikoder
Fluiddynamikeingesetzt,währendDiﬀusionsprobleme,spezielnichtstationäre,inderver-
öﬀentlichtenLiteratureineuntergeordneteRolespielen.
IndenveröﬀentlichtenModelenzurDiﬀusionsberechnungwirdalsInterpolationsme-
thodezumeistdieGWQeingesetzt[51–59],währendRBF-Methodeneherseltenerge-
wähltwerden[60–65].VereinzeltﬁndenauchandereMethodenwieungewichtetekleinste
Quadrate[66],DAM[59,67,68]oderRKPM-Methoden(“ReproducingKernelParticle
Methods”-ReproduzierendeKerneaufPartikeln)[69]Anwendung.Inderweitüberwie-
gendenZahlderFälewirddabeidiejeweilslokaleVariantederInterpolationeingesetzt.
ZurIntegrationderDiﬀerentialgleichungwirdKolokationinähnlichemMaßewiedie
schwacheFormulierungeingesetzt.HervorzuhebenistdabeieinhybriderAnsatz[55],der
inRandnähedieschwacheFormulierungeinsetzt,währendinnerhalbderDomänedieein-
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fachereKolokationangewendetwird.EinAnsatzebenfalseheruntergeordneterBedeu-
tungistdiekleinste-Quadrate-Kolokation[52].BeidieserwirddieDiﬀerentialgleichung
aneinergrößerenAnzahlKolokationspunktenintegriert,alsPunktemitFunktionswert
vorhandensind.Aufdiese WeiseentstehteinüberbestimmtesGleichungssystemfürdie
Punktwerte,welcheswiederummitelskleinster-Quadrate-Anpassunggelöstwird.
DieweitüberwiegendeMehrheitderjenigenveröﬀentlichtenDiﬀusionsmodele,dieauch
nichtstationäreZuständeberechnen,setztzurIntegrationdergewöhnlichenDiﬀerential-
gleichungderZeitimpliziteodersemimpliziteMethoden(Theta-Methode,Crank-Nichol-
son)ein.DawieobenbeschriebenzurLösungsﬁndunginjedemFaleinlinearesGlei-
chungssystemfüraleunbekanntenPunktwerteaufgesteltwerdenmuss,erhöhtdieseArt
derIntegrationdenRechenaufwandnichtmehrsigniﬁkant.Vereinzeltwirdjedochauch
dieexpliziteZeitintegrationeingesetzt[51,63,65],bevorzugtinVerbindungmitderRBF-
Interpolation.In[53]wurdefestgestelt,dassdermaximalestabileZeitschritbeiexpliziter
Zeit-vorwärts-IntegrationbeiderschwachenFormulierungungefähreinehalbeGrößen-
ordnungunterdembeiKolokationliegt.
In[69](stationär,RKPM)wurdedieTatsache,dassdiegewählteInterpolationdasInter-
polationskriteriumnichterfült,alsodieinterpolierteLösungdieDatenpunktenichtgenau
triﬀt,alsQualitätsmaßherangezogen:AnStelen,andenendieAbweichungderInter-
polationvomPunktwerteingewissesMaßüberschrit,wurdensukzessiveweiterePunkte
eingeführt.DadieindieserArbeitverwendetelokaleNachbarschafteinekonstanteMen-
geanPunktenvoraussetzte,wurdeaufdieseWeisedielokaleAuﬂösungandieLösung
angepasst.AuchhierwurdenlediglichstatischeProblemeuntersucht.
In[59]ﬁndetsicheinquantitativerVergleichzwischenverschiedenengiterlosenMe-
thoden(DAMmitKolokationundGWQmitschwacherFormulierung)undklassischen
Methoden(FEMundFD).Dabeizeigtesich,dassdiegiterlosenMethodendenklassischen
MethodeninBezugaufKonvergenzverhaltenundFehlerniveaudurchausebenbürtigsind.
In[51](GWQ,Kolokation)wurdedermaximalestabileZeitschritbeiexpliziterZeit-
vorwärts-IntegrationfüreinegiterloseMethodeuntersucht.DabeiwurdeinAnalogiezu
FDundFEMeinequadratischeAbhängigkeitdesZeitschritsmitcharakteristischenLän-
genskalenderSimulationvorausgesetzt.Eszeigtesich,dasslokaleInterpolationsmethoden
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einengeringerenZeitschritzulassenalsihreglobalenVarianten.Andererseitskorrelierte
dermaximalestabileZeitschritnurschwachmitderGrößederNachbarschaftimVer-
hältniszumKnotenabstand.Des WeiterenwurdeeinlinearerZusammenhangzwischen
GrößedesZeitschritsunddem(mitlerenquadratischen)Fehlergefunden.
ImZugederParameteranalysein[56](GWQ,schwacheFormulierung)wurdeohnewei-
tereErläuterungeinlinearerZusammenhangzwischendemmaximalenstabilenZeitschrit
unddem“mitleren”Teilchenabstand(einesdurchVerschiebungerzeugtenirregulärenGit-
ters,siehe2.2.4)postuliert.
In[70](DAM,stationär)wurdenverschiedeneVariantenderDAMmitunterschiedlichen
Ordnungenuntersucht.Dabeizeigtesich,dasseinekleinste-Quadrate-Anpassungeiner
volständigenmonomischenBasisvierterOrdnungeinesigniﬁkanteSenkungdesFehlers
gegenüberdermeistverwendetenmonomischenBasiszweiterOrdnungermöglicht.Quan-
titativzeigtesicheinannäherndquadratischesKonvergenzverhaltenfürdieBasiszweiter
Ordnung,undfürdieBasisvierterOrdnungentsprechendeinKonvergenzverhaltenvier-
terOrdnung.AlerdingserhöhtsichmitErhöhungderOrdnungderBasisgleichzeitigder
Rechenaufwandenorm,dafürjedeInterpolationeineMatrixmitderGrößederBasis
alsDimensioninvertiertbzw.gelöstwerdenmuss.DieGrößederBasishängtwiederum
quadratischvonderenOrdnungab.
ObwohlinderLiteraturverschiedenePunktverteilungeneingesetztwerden,existierenso
gutwiekeineArbeitenüberderenEinﬂussaufdasSimulationsergebnis.Diemitgiterlo-
senMethodeneingesetztenPunkteverteilungenkönneninvierKlasseneingeteiltwerden.
AbsteigenderHäuﬁgkeitnachsinddies:
1.Regelmäßige,kartesischePunktgiter,
2.Sogenannte“irreguläre”Punkteverteilungen,diedurchVerschiebung
alerPunkteeinesregelmäßigenkartesischenGitersumeinenzufäl-
ligeWertinx-undy-Richtung[4]erzeugtwerden.Fürdiezufäligen
BewegungensinddabeiAmplitudenzwischen10%und45%desGit-
terabstandesgebräuchlich[56,59,63,65,68,71],
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3.TatsächlichzufäligeVerteilungen,wobeimeistüberderenEntstehung
keinerleiAussagegetroﬀenwird.[72,73].Teilweisewerdensieaus
Triangulationsalgorithmenerzeugt[64,74],inanderenFälentreten
kornähnlicheStrukturen[75]odergemischtzufäligeundgeordnete
Bereiche[76]auf,
4.Sogenannte“irreguläre”Punkteverteilungen,diederLösungdesPro-
blemsangepasstsind.AnStelen,andeneneingrößeresAuﬂösungs-
vermögender Methodebenötigtwird(großezweiteAbleitungder
Lösung),wirddasGitergestaucht.AlternativwerdenbeiBedarfim
LaufederSimulationzusätzlichePunkteaufZwischenplätzeinein
reguläresGitereingefügt[58,59,62,71,72,77,78].
InalenArbeiten,indenentatsächlichErgebnisseaufirregulärenGitern,insbesondere
derzweitenunddritenArt,mitdenenaufregulärenGiternverglichenwerden,wirdein
algemeinhöheresFehlerniveauderRechnungenaufdenirregulärenGiternfestgestelt,
bishinzuDivergenz[71].DivergierendesVerhaltenwurdeinjenerArbeitdamitbegrün-
det,dassPunktedurchVerschiebungmitgroßerAmplitudesehrnahbeieinanderliegen
können.ImAlgemeinenwirdjedochfestgestelt,dassdasNiveaudesFehlersdurchBe-
nutzungeinesirregulärenGitersgegenüberderSimulationaufeinemregelmäßigenGiter
umeinehalbebisganzeGrößenordnungerhöhtist.
DieAnzahlanVeröﬀentlichungen,welcheProblememitsichbewegendenGrenzﬂächen
mitelsgiterlosenMethodenbehandeln,liegtimniedrigenzweisteligenBereich.ImWe-
sentlichenﬁndendabeizweiverschiedeneAnsätzeAnwendung,nämlichentwedereine
direkteRepräsentationderGrenzﬂächedurchsichbewegendePunkteodereineindirekte
RepräsentationalsNiveaukurveeinerFlächeaufeinerstarrenPunktmenge.
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DerAnsatz,dieGrenzﬂächedirektdurchbeweglichePunktezurepräsentierenwirdvoral-
lemfürProblemeeinerDomänemiteinerfreienGrenzﬂächebehandelt,z.B.Wasserwelen
unterRandbedingungen[79–82]oderdasVerhaltenvonBlasenineinerStrömung[63],
alerdingsistaucheineAnwendungfürdiemakroskopischeGießereisimulationveröﬀent-
licht[83].BeidiesemAnsatzwirddieFrontdurchbeweglichePunkte,dieDomänehinge-
gendurcheinenanderen,meistﬁxenSatzanPunktenrepräsentiert.Beidenannähernd
isochorenProblemen(Wasserwelen,Blasen)istdieAnzahlderDomänenpunktemeistin
derselbenGrößenordnungwiedieAnzahlderGrenzﬂächenpunkte.Diesesindwahlweise
selbstbeweglichundinderNähederFront[63],oderaberstationärandenunbeweglichen
RändernderDomänepositioniert[79,80,82].AlternativistdieDomänemiteinerregel-
mäßigen(kartesischen)AnordnunganPunktenüberdeckt[81],inwelchebeiWachstumder
DomäneneuePunkteeingefügtwerden[83].DieBewegungderGrenzﬂächewirddabeiin
denmeistenFälendurcheineexpliziteZeit-vorwärts-Integrationberechnet[79–81,83],
selbstwenndasVerhaltendeszugrundeliegendeFeldesmitels(semi-)impliziterZeitinte-
grationberechnetwird.LediglicheinModel[82]benutzteineneinstuﬁgenIterationsalgo-
rithmus,umeineverbesserteKonsistenzzwischenderEntwicklungdeszugrundeliegenden
FeldesundderbewegendenGrenzﬂächezuerreichen.
EineSonderstelungnimmthierdas ModelvonLaRoccaundPower[84]fürdas
WachstumeinesDendritenarmsineinemKanalein:Beidiesembewegtsicheinekon-
stanteMengeanGrenzﬂächenpunktenübereineDomäne,diedurcheinﬁxesPunktgiter
repräsentiertwird,hinweg.FürdieLösungderDiﬀusionsgleichunginderﬂüssigenPhase
werdendabeialePunktederDomäneverwendet.DiePunkte,diesichhinterderGrenz-
ﬂäche(unddamitimfestenGebiet)beﬁnden,dienendabeider“externeErweiterungder
Lösung”,stelenalsoeineErweiterungderLösungüberihreeigentlicheDeﬁnitionsmen-
gehinausdar,welchedieQualitätderGesamtlösungverbessernsol.Aufdiese Weise
wirdgleichzeitigdieNotwendigkeiteinerPrüfungderPhasenzugehörigkeitderDomä-
nenpunktevermieden.AndererseitswirddafürdieDiﬀusioninderfestenPhasekomplet
vernachlässigt.FürdieBerechnungderGrenzﬂächengeometriewirddieTatsacheheran-
gezogen,dassdiebewegtenGiterpunktegeordnetsind,sodassdafürFD-Methodenzur
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Anwendungkommen.DurchdieauftretendeDeformationderGrenzﬂächemüssendiesich
bewegendenPunktewährendderSimulationimmerwiederneuaufdieGrenzﬂächever-
teiltwerden.BeistarkerGrenzﬂächendeformationwurdeinstabilesVerhaltendesModels
festgestelt.AuchbeidiesemModelwerdendieGrenzﬂächenpunktenacheinerexpliziten
Zeit-vorwärts-Integrationbewegt,währenddasDiﬀusionsproblemimplizitgelöstwird.
DiemeistengiterlosenMethodenfür(meistthermische)Erstarrungsproblemesetzenauf
ein-Domänen-Formulierungen,insbesonderedieEnthalpie-Methodebzw.Mischungs-For-
mulierung[57,85,86].DabeiwirddasProblemderDiﬀusionderWärmeumformuliert
ineinProblemderDiﬀusionderEnthalpie.DerenSprungamSchmelzpunktwirdmit-
telseineralsstetigmitderTemperaturveränderlichangesetztenWärmekapazitätineinen
stetigenÜbergangübereinenkleinenTemperaturbereichumgewandelt.Dasdarausresul-
tierendestetigeFeldmiteinerimpliziteinbeschriebenenGrenzﬂächekanndanninder
gesamtenDomäneberechnetwerden.
EinenverwandtenSonderfalsteltdasModelaus[87]fürBlasenimStrömungsfeld
dar.IndiesemwirddieGrenzﬂächeübereinenLevel-Set-Ansatzrepräsentiertunddas
darausresultierendeSystemgekoppelterpartielerDiﬀerentialgleichungenmitelsradialer
Basisfunktionengelöst.
ObwohlgiterloseMethodenimPrinzipaufbeliebigenPunktmengenoperierenkönnen,
existierennurwenigeVeröﬀentlichungen,dietatsächlichdenEinﬂussunterschiedlicher
Punktanordnungenthematisieren.EinesystematischeUntersuchungstehtdabeinochaus.
EbensosinddieAnsätze,ProblememitsichbewegendenGrenzﬂächenzulösen,rargesät.
ImBereichderHydrodynamikwerdendabeivoralemProblememiteinerfreien,bewegli-
chenDomänengrenzeuntersucht,welchediespeziﬁschenProblemstelungenderquantita-
tivenErstarrungssimulation(zweiDomänen,bidirektionaleKopplungderGrenzﬂächean
dasFelddurchQuelenwirkung)nichtenthalten.BeidenwenigenveröﬀentlichtenErstar-
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rungsmodelenwirdimWesentlichenthermischeErstarrungsimuliert,inderdieGrenz-
ﬂächeindirektmiteinerein-Domänen-Formulierungrepräsentiertwird.Einquantitatives
solutalesErstarrungsmodel,welchesdiespeziﬁschenVorteiledergiterlosenMethoden
nutzt,istinderLiteraturzurZeit(noch)nichtzuﬁnden.
AusgehendvondenveröﬀentlichtenZeluläre-Automaten-ModelensolindieserArbeit
eineigenesModelentwickeltwerden,welchesbesonderesAugenmerkaufdieBeseitigung
derGiteranisotropielegt.Dafürsoluntersuchtwerden,obmitneuenAnsätzenderani-
sotropeEinﬂussdesnotwendigerweisediskretenWachstumsverringert,odergarbeseitigt
werdenkann.EbensosolendieLücken,welchediebisherveröﬀentlichtenModelege-
lassenhaben,geschlossenwerden.InsbesonderesolfürdieKrümmungsberechnungeine
Methodegefundenwerden,diedasProblemdermitgroßenFehlernbehafteteneinfachen
AbleitungsberechnungdurchﬁniteDiﬀerenzenumgeht.
GleichzeitigwirdderVersuchunternommen,einequaDeﬁnitionisotropeSimulations-
methodezuentwickeln,dieaufeinertatsächlichisotropenDiskretisierungdesRaumes
beruht.DafürbietensichgiterloseMethodenan,dieimPrinzipaufbeliebigen,undda-
mitauchisotropen,Punktmengenoperierenkönnen.ZurGrenzﬂächenrepräsentionsol
aufgrundderhöherendamiterreichbarenOrtsauﬂösungeinePartikelmethodeverwendet
werden.EinAusgangspunktdazuistdieArbeitvonLaRoccaundPower[84].
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DassolutaleErstarrenmetalischerLegierungenkanndurchzweiGrundgleichungenbe-
schriebenwerden:ZumErstenentwickeltsichdieKonzentrationsverteilungCl,sderge-
löstenKomponenteinnerhalbdesFestkörpersundderFlüssigphasenachdemzweiten
FickschenGesetz:
dCl,s
dt =∇⃗(Dl,s·⃗∇Cl,s) (3.1)
ZumZweitenbewegtsichdiefest-ﬂüssig-GrenzﬂächemitderGeschwindigkeitvnach
derMassenbilanz:
v= 1CΓl–CΓs
(
Ds∂Cs∂⃗ns–Dl
∂Cl
∂⃗nl
)
(3.2)
DieseBewegungﬁndetinRichtungihrerNormalen⃗nstat,welcheperKonventionvom
FestkörperindieSchmelzeorientiertist.DieGrenzﬂächenkonzentrationenCΓs,lsindbei
hinreichendniedrigenErstarrungsgeschwindigkeitenidentischmitdenGleichgewichtskon-
zentrationenC∗s,l.DiesesindvonderlokalenGrenzﬂächengeometrieabhängigundkönnen
ausdenLiquidus-undSoliduslinieneinesbekanntenPhasendiagrammsCPs,l(T)mitelsder
Gibbs-Thomson-Beziehung,welchedieeﬀektiveUnterkühlungderGrenzﬂächeaufgrund
ihrerKrümmungbeschreibt,berechnetwerden:
C∗l,s=CPl,s
(T–γ(⃗n)κ) (3.3)
DabeiistκdielokaleKrümmungderGrenzﬂäche,dieperKonventionnegativfürdenFal
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einerkonvexenfestenDomänedeﬁniertist.γistdielokaleGrenzﬂächenenergie,dieaniso-
tropunddamitrichtungsabhängigist.SiekannineinerNäherungersterOrdnungdurch
denGibbs-Thomson-Koeﬃzientenγ0unddenerstenEntwicklungsparameterderOber-
ﬂächenspannungfürvierzähligeSymmetrieεbeschriebenwerden.InzweiDimensionen
lautetdieseBeschreibungfüreinMaterialmitvierzähligerSymmetrie:
γ=γ0[1–15εcos(4[Θ0–arccosnx])] (3.4)
DabeibeschreibtΘ0denWinkelderbevorzugtenWachstumsrichtungdesfestenMaterials
zurx-AchsedesSimulationsraumes.
DasimplementierteModelwirdimFolgendenfürzweiDimensionenbeschrieben.ImAl-
gemeinenwurdenaleAlgorithmensogewählt,dasssiesichohneprinzipieleÄnderungen
aufdreiDimensionenerweiternlassen.
DiedemModelzugrundeliegendeRaumaufteilungfolgtdeninderLiteraturgebräuch-
lichenzeluläreAutomaten-ModelenfürsolutaleErstarrung:DasvorliegendeModelist
aufeinemregelmäßigen,kartesischenPunktgiter⃗xi,j=(xi,j,yi,j)mitGiterbreiteΔx=Δy
deﬁniert.JedemPunktsinddieGrößenCli,jundCsi,jsowiefsi,jzugeordnet.DieseGrößen
beschreibendenphysikalischenZustandineinerquadratischenTeilﬂächedersimulierten
Domäne.FürdieSimulationwirddesWeiterennochdiePhasenzugehörigkeitpi,j(fest,ﬂüs-
sig,Grenzﬂäche),dieNormalenrichtung⃗ni,jsowiedieZusammengehörigkeitbenachbarter
Zelensi,jk,l,k,l∈{–1,0,1}(siehe3.2.5)inderDatenstrukturgespeichert.
DasModelistdimensionslosimplementiert.DurchdievereinfachtenGleichungenwird
sowohlderRechenaufwandverringertalsauchdieLesbarkeiterhöht.FürdieAbstände
32
3.2.DaszeluläreAutomaten-Model
zwischenzweibenachbartenZelengiltdaherimModel:
(xi,j–xi–1,j=Δx)≡(yi,j–yi,j–1=Δy)≡1 (3.5)
DerZeitschritwirdimModelebenfalsaufΔt≡1festgelegt.
DamitsinddieDiﬀusionskoeﬃzientenDl,sinnerhalbdesModelsabhängigvonihren
physikalischenGrößenDpl,ssowiedenphysikalischenWertendesGiterabstandesΔxpund
desZeitschritsΔtp:
Dl,s=Dpl,s·Δt
p
(Δxp)2 (3.6)
FürdieIntegrationderZeitdurchZeit-vorwärts-gerichteteﬁniteDiﬀerenzengiltdasSta-
bilitätskriterium:
max(Dpl,Dps)Δtp
(Δxp)2 =max(Dl,Ds)<
1
4 (3.7)
UmmöglichenInstabilitätendurchdieanderenSimulationskomponentenvorzubeugen,
wurdederphysikalischeZeitschritnurhalbsogroßgewählt,nämlichso,dassmax(Dl,Ds)=
1
8.DamitgiltimFalDpl>Dps:Dl=18undDs=18D
ps
Dpl
.DerimModelverwendeteGibbs-
Thomson-Koeﬃzientγ0errechnetsichausseinemphysikalischenWertdurch
γ0=γ
0,p
Δxp (3.8)
DadieKonzentrationenauchphysikalischdimensionslossind,wurdebeiihnenkei-
neUmskalierungimModeldurchgeführt,sondernmitphysikalischenWertengerechnet.
EbensowurdedieTemperaturmitderphysikalischenEinheitKimModelverwendet.
IndenﬂüssigenundfestenZelenwirddieDiﬀusionsgleichungübereinstimmendmitder
großenMehrheitderveröﬀentlichtenModelemitelsﬁniterDiﬀerenzenzweiterOrdnung
(sieheB.1.1)undexpliziterVorwärts-Zeitintegration(sieheB.4)integriert.
FürdieBerechnungderGrenzﬂächenbewegungwurdeeinneuer,hybriderMassenbi-
lanzansatzgewählt,derdiebeideninderLiteraturgebräuchlichenVarianteninsich
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vereint(SieheAbschnit2.1.4).DiephysikalischeMassenbilanzgleichung(3.2)lässtsich
umschreibenals:
ΔN=Ds∂Cs∂⃗ns–Dl
∂Cl
∂⃗nl=
(CΓl–CΓs
)v
n
∂ ∂C/x|l l ∂ ∂C/x|s s
∂ ∂C/y|s s
∂ ∂C/y|l l
(3.9)
Abbildung3.1.: Berechnungder
Komponenten(grün)desAtom-
ﬂusses an der Grenzﬂäche:
Mit den zwei Zelen “vor”
derNormalenrichtung(rot)wird
dieFlüssigphasendiﬀusionskom-
ponente(l)berechnet,mitden
zweiZelen“dahinter”dieFest-
phasendiﬀusionskomponente(s).
DabeibeschreibtdielinkeSeitedenFlussΔNanLe-
gierungsatomeninderfesten(s)undﬂüssigen(l)Phase,
jenachVorzeichenvonderGrenzﬂächewegoderauf
siezu.DierechteSeitebeschreibtdieAntwortdesFest-
körpersaufdiesenFluss:BewegungderGrenzﬂächemit
gleichzeitigemEinbaubzw.AusstoßvonLegierungsato-
men.
DerFlusswirddurcheinseitige ﬁnite Diﬀerenzen
ersterOrdnungberechnet(sieheAbschnit B.1.1).Da-
beiwirddieAbleitungimFlüssigen mitdenZelen
inRichtungderGrenzﬂächennormalenberechnet,der
Festkörper-TermmitdenZeleninderentgegengesetz-
tenRichtung(sieheAbbildung3.1).
DieAntwortderGrenzﬂächeaufdenAtomﬂusswirdhingegenalsVeränderungdes
FestphasenanteilsmitHilfederfolgendenMassenbilanzformuliert:
Ni,j,t+1=Ni,j,t–ΔN (3.10)
DieAnzahlderAtomederzweitenKomponenteNinnerhalbeinerZelezurZeitt+1ergibt
sichausderenMengeNzumZeitpunkttabzüglichdesAtomﬂussesausihrheraus.Dabei
berechnetsichdieGesamtsummeanLegierungsatomeninderZelei,jzumZeitpunktt
Ni,j,tzu:
Ni,j,t=fsi,j,tCsi,j,t+(1–fsi,j,t)Cli,j,t (3.1)
DieKonzentrationenCl,si,j,tsinddabeidieaktuelenWerteinderGrenzﬂächenzele,die
KonzentrationenCl,si,j,t+1dieneuenGleichgewichtskonzentrationenaus(3.3):
Cl,si,j,t+1=C∗l,si,j,t=C∗l,s(⃗ni,j,t,κi,j,t)
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DarausergibtsichfürdenFestphasenanteilimnächstenZeitschrit fsi,j,t+1:
fsi,j,t+1=fs
i,j,t(Cli,j,t–Csi,j,t)+(C∗li,j,t–Cli,j,t
)+ΔN
C∗li,j,t–C∗si,j,t
AufdieseWeisewerdendieVorteiledesMassenbilanzansatzes(wegfalendeNotwendig-
keitdergeometrischenInterpretationderGrenzﬂächeinnerhalbderZelesowiebessere
EinhaltungderMassenbilanz),ausgenutzt,ohnedabeidessenNachteil(Überschätzungder
DiﬀusioninderNähevonSpitzen)zuerleiden.
WieindenmeistenveröﬀentlichtenModelenwurdeindiesemModeldieBedingungvor-
ausgesetzt,dassjedeGrenzﬂächenzelemindestenseinefesteZeleinihrervon-Neumann-
Nachbarschaftbesitzt.DafürwurdedasfolgendeZustandswechsel-Verfahrenimplemen-
tiert:
WenneineZelevolständigerstarrt(fsi,j,t+1≥1)sowirdihrePhasenzugehörigkeitzufest
geändert,undaleﬂüssigenZeleninihrervon-Neumann-Umgebungwerdenimnächsten
Schrit wachstumsfähigeGrenzﬂächenzelen,welchediebevorzugte Wachstumsrichtung
dieserZeleerhalten.IndemFal,dasseineﬂüssigeZelevonmehrerengleichzeitiger-
starrtenGrenzﬂächenzelenunterschiedlicherOrientierungineineGrenzﬂächenzeleum-
gewandeltwerdensol,erhältsiezufäligeinedererOrientierungen.
ImGegensatzzudenmeistenveröﬀentlichtenModelenbehandeltdasvorliegendeMo-
delauchdenVorgangdesSchmelzens.SchmilzteineGrenzﬂächenzelevolständigauf
(fx,y,t+1s <0),sowirdsiezurﬂüssigenZeleundaleinvon-Neumann-Umgebungumliegen-
den,festenZelenwerdenGrenzﬂächenzelen.
SolteeineZelegleichzeitigaufschmelzenundvomErstarreneinerbenachbartenZele
betroﬀensein,sohatdieErstarrungVorrang:DieerstarrteZelewirdfest,unddieaufge-
schmolzeneZelebleibteineGrenzﬂächenzelemitfs=0.EtwaigeweiterefesteZelenum
dieaufgeschmolzeneZeleherumwerdentrotzdemGrenzﬂächenzelen,diejedochinden
meistenFälennichtweiterschmelzenkönnen,sondernnachkurzerZeitwiedererstarren.
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Abbildung3.2.:KrümmungsverteilungentlangdesUmfangsvonKreisenver-
schiedenerRadien,berechnetmitvierverschiedenenMethoden(sieheText).
SchwarzeQuadratekennzeichnendiemitlereKrümmungüberdengesam-
temKreisumfang,dieFehlerbalkenderenStandardabweichung.GelbeBalken
kennzeichnendiegesamteStreuweiteanKrümmungswerten.Rotistdertat-
sächlicheVerlaufκ=–1R
ObwohldieHöhenfunktionsmethodeinderFluiddynamikrelativverbreitetist,wurdesie
bisheraufdemFeldderDendritensimulationnichteingesetzt.UmihreEignungzuüber-
prüfen,solsieimFolgendenquantitativmitderinderDendritensimulationverbreiteten
KrümmungsberechnungmitelsdesLevel-Set-Ansatzesverglichenwerden(sieheB.1.3).Die
fürdiesenbenötigtenAbleitungenwurdeneinerseitsmitelsFiniterDiﬀerenzen(LS-FD),
andererseitsmitelseinerKleinsten-Quadrate-Anpassung(LS-LSq,sieheB.2.1)berechnet:
BeidieserAnpassungsmethodewurdeeineTaylorreihebiszurzweitenOrdnung,also
mitsechsKomponenten,angepasstunddieAbleitungenausdieserbestimmt.DieseAn-
passungwurdeineinerMoore-Umgebung(LS-LSqM)undineinergrößerenUmgebung
(Distanz≤√5,entspricht21Zelen,LS-LSq5)durchgeführt.EswurdenzweiTestreihen
mitdiesenvierMethodendurchgeführt.
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FürdieersteTestreihewurdejeweilseinKreismitRadiusRindieSimulationsdomäne
gelegt.InjederZelewurdedannfsalsdieGrößederSchnitﬂächezwischenZelﬂächeund
Kreisberechnet.InjederZelemit0<fs<1wurdedaraufhindieKrümmungberechnet,
unddieAbweichungvondertatsächlichenKrümmung–1RstatistischüberaledieseZelen
ausgewertet.DieErgebnissesindinAbbildung3.2füralevierBerechnungsmethodenin
AbhängigkeitvomRadiusdesKreisesdargestelt.DieRadienwurdendabeisogewählt,
dasssieaußerbeimkleinstenRadiusR=1nieganzzahligwaren.
DieLS-FD-MethodeschneidetbeidiesemTestsehrschlechtab.StarkfehlerhafteWerte
gibtesinsbesondereinsolchenZelen,indenenderFestphasenanteilnaheNuloderEins
liegt.ImMitelüberdengesamtenKreisumfangwirdjedochdieKrümmungannähernd
korrektberechnet.
DieKleinste-Quadrate-MethodenzeigeneinewesentlichgeringereAbweichungvom
theoretischenKrümmungswert.JegrößerdabeidieAnzahlderderAnpassungzugrunde-
liegendenZelenist,destogeringeristdieStreubreiteundAbweichungvomtheoretischen
Wert.GleichzeitigsinktdamitalerdingsauchdieOrtsauﬂösung.
DieHöhenfunktionzeigtbisaufdieerstenzweiuntersuchtenRadieneineexakteÜber-
einstimmungmitdertatsächlichenKrümmung.DieStreuungderKrümmungswerteüber
dengesamtenKreisumfangliegtimBereichdesnumerischenFehlersdesverwendeten
Computers.DiegroßenAbweichungenbeidenbeidenkleinstenRadiensinddamitzuer-
klären,dassdieHF-MethodeeinerelativgroßeNachbarschaft(±3Zelenindiedominante
Normalenrichtungxodery)erfordert.EinezweitedarinbeﬁndlicheGrenzﬂäche,wiesie
imFalderzweikleinstenKreisegegebenist,führtzudenbeobachtetenAbweichungen.
BeidemvorangegangenenTestkannesdazukommen,dass“Grenzﬂächen”-Zelenkeine
festeZeleinihrervon-Neumann-Umgebungbesitzen.DiesistjedochkeingültigerZustand
fürdasZA-Model,welchesvorschreibt,dassjedeGenzﬂächenzelemindestenseinefeste
Zeleinihrervon-Neumann-Umgebungbesitzenmuss.Deswegenwurdeineinerzweiten
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Abbildung3.3.:KrümmungeinesdurchFlächenanteilerepräsentierten,ab-
geschnitenenKreises,berechnetdurchvierverschiedeneMethoden(siehe
Text).DarstelungwieinAbb.3.2.
TestreihezunächstdiefsausdemeinbeschriebenenKreiswieobenberechnet,danach
jedochinalenZelenmit0<fs<1,diekeineZelemitfs=1inihrervon-Neumann-
UmgebungbesaßenfsaufNulgesetztundanhanddiesesFestphasenfeldesdieKrümmung
berechnet.DieErgebnissedervierMethodensindinAbbildung3.3dargestelt.
ImGegensatzzumerstenTestfehleninderBerechnungeinTeiljenerZelen,diedort
einestarkeAbweichunginderLS-FD-Berechnungverursachten.ImErgebnisistsowohldie
StandardabweichungalsauchdieStreuweitegeringer.Durchdeninsgesamtverringerten
PhasenanteilwirdimMiteleinestärkereKrümmungberechnet.
Indenanderendrei Methodenführtdasverändertefs-Feldhingegenzustärkeren
SchwankungenalsimobigenTest.DiesesindbeiderLS-LSq5-Methodegeringerals
beiderHF-Methode,jedochzeigeninsbesonderedieLS-LSqM-,aberauchdieLS-LSq5-
MethodeimMiteleinesystematischeUnterschätzungdesKrümmungsbetrages.DieHF-
MethodezeigthingegenbeistärkererSchwankungsbreiteimMitelimmernocheinesehr
genaueAnnäherungandentheoretischenWert.DasvorliegendeModelwurdedaherin
zweiVariantenimplementiert,einmalmitderLS-LSq5-Methode,sowieeinmalmitder
HF-Methode.
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Ausbeiden MethodenzurKrümmungsberechnunglässtsichjeweilseine Methodezur
BerechnungderNormalenrichtungderGrenzﬂächeableiten:Anhandderperkleinste-
Quadrate-Anpassungangenäherten,glatenf˜s-FunktionkanndieNormalenrichtungdirekt
aus
n⃗=–⃗∇f˜s (3.12)
berechnetwerden.
UmeinemöglichstgroßeGenauigkeitzuerzielen,wirdderGradientnichtinderMite
derZele,sondernineinemPunktaufderHöhenlinief˜s=0.5berechnet.Umdiesenzu
ﬁndenwirdeineandieBisektions-MethodeangelehnteiterativeSucheangewandt:Die
Zelﬂächewirdsowohlinx-Richtungalsauchiny-RichtunginjeweilszweiHalbﬂächen
geteilt.Anhanddesf˜s-GradienteninderMitederFlächewirdabgeschätzt,inRichtung
welcherdervierHalbﬂächenderSchritinRichtungf˜s=0,5amgrößtenist.Daraufhin
wirddieseHalbzelealsneueAusgangsﬂächefürdieSucheverwendet.Nach10Schriten
istderentsprechendePunktaufeineTeilﬂächevon1/1024Zelegenaubestimmtunddie
Suchewirdabgebrochen.InderMitedieserTeilﬂächewirdnundieNormalenrichtung
nach(3.12)bestimmt.
VorAnwendungderHF-MethodeisthingegenschoneinerudimentäreBestimmung
derNormalenrichtungnotwendig,daderendominanteKomponentebenötigtwird,um
dieHöhenfunktionzukonstruieren.DafürreichteineBestimmungnach⃗n=–⃗∇fsmitels
FDaus.NachdemdieHöhenfunktiony(x)bzw.x(y)aufgesteltist,wirddieGrenzﬂächen-
NormalealsdieSenkrechtezudieserinderZelmiteberechnet.
DainderLiteraturkeineLösungsansätzezurProblemstelungderGeometrieberechnung
beiVorhandenseineinerzweitenGrenzﬂächezuﬁndensind,wurdeeineigenerAlgorith-
musimplementiert:
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Abbildung3.4.: Inder7×7-
UmgebungderzentralenZele
(beidesgrünumrandet)werden
dieFestphasenanteiledergrün
schraﬃertenZelenzurBerech-
nungderGeometrieherangezo-
gen,währenddierotschraﬃer-
tenZelen miteinemFestpha-
senanteilvonnuleingehen,da
sienichtinnerhalbder7×7-
NachbarschaftmitderZentral-
zeleverbundensind.
ZweiinMoore-UmgebungbenachbarteGrenzﬂächen-
zelen(i,j)und(i±1,j±1)könnendirektalsTeiledes-
selbenGrenzﬂächensegmentesveriﬁziertwerden,wenn
derenGrenzﬂächennormaleneinen Winkel<180◦ein-
schließen,also
n⃗i,j·⃗ni+k,j+l>0 k,l∈{–1,0,1} (3.13)
DieseBerechnungwirdnichtinjedemSchritfürjedes
Grenzﬂächenzelen-Paardurchgeführt. WennzweiZel-
lenineinemvorhergehendenSchritschonalszusam-
mengehörigbefundenwurden,sobehaltensiediesen
Zustandbei.FürdiesenZweckwirddieZusammenge-
hörigkeitinjederZelefüralebenachbartenZelein
einerMatrixsi,jk,l,k,l∈{–1,0,1}vonBoolschen Werten
gespeichert.FürnichtzusammengehörendeZelenwird
injedemZeitschriterneutgeprüft,obsichderenGrenzﬂächenvereinigthaben.
AusdieserImplementierungfolgt,dassvorderBerechnungderNormalenrichtung,die
daskorrigierteFestphasenfeldbenötigt,schoneineInformationüberdieNormalenrich-
tungvorliegt.FürdiesenZweckwirddaherdieNormalenrichtungausdemvorherge-
hendenZeitschritverwendet.NeuentstandendeGrenzﬂächenzelenbesitzennochkeine
berechneteNormalenrichtungunderhaltendahereineNormalenrichtung,dievondensie
erzeugenden(alsoinihrerNachbarschaftfestgewordenen)Grenzﬂächenzelenwegzeigt.
EbensowurdendieNormalenderzuSimulationsbeginnexistierendenGrenzﬂächenzelen
soinitialisiert,dasssievomMitelpunktihresKeimswegzeigten.
SowohlfürdieLS-LSq5-MethodealsauchfürdieHF-Methodewirdalerdingseine
größereUmgebungbenötigt.ZudiesemZweckwerdenineinereiner7×7-Umgebung
alezusammengehörendenZelenidentiﬁziert.DafürwirdfolgendeAnnahmegetroﬀen:
AljeneGrenzﬂächenzeleninderUmgebung,zudeneninnerhalbdieserUmgebungeine
Verbindungübernach(3.13)paarweisebenachbarteZelenbesteht,gehörenzumselben
GrenzﬂächenabschnitwiediewiediebehandelteZeleundwerdenzurGeometrieberech-
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nungherangezogen(sieheAbbildung3.4).DabeizählenfesteZelenuntereinandersowie
zuihnenbenachbarteGrenzﬂächenzelenimmeralsverbunden,währendﬂüssigeZelenje-
deVerbindungunterbrechen.Zelen,dienichtzumselbenGrenzﬂächenabschnitgehören,
gehenwieﬂüssigeZelen,alsomiteinemFestphasenanteilvonnul,indieGeometriebe-
rechnungenein.
∆fs
δfs
n
Abbildung3.5.: Der Anteil δfs des
ZuwachsesdesFestphasenanteilsΔfs
(beideschraﬃert)wirdinzweibenach-
barteZelenumverteilt,umdieWachs-
tumsrichtungvonderNormalen(rot)
weginRichtungderVorzugsrichtung
(grün)zuverändern.Währenddieobe-
reZelediesenzusätzlichenFestpha-
senanteilsoforterhält, wirderder
rechten(ﬂüssigen)Zelezunächstals
“virtueler”Festphasenanteilzugerech-
net.
DurchdieGiteranisotropiewirddieWachstums-
richtunginRichtungderGiterrichtungverfälscht.
Umdieszukompensieren,wurdeeineModiﬁkati-
ondesZA-Modelsentwickelt,welchedieWachs-
tumsrichtungzurückinRichtungderphysikalisch
bevorzugtenWachstumsrichtungverändernsol.
Umdieszuerreichen,wirderstarrendenGrenz-
ﬂächenzelen,derenNormalevonderVorzugs-
richtungabweicht,einTeilihresindiesemZeit-
schrithinzugewonnenenFestphasenanteilsabge-
zweigt,umdieRichtungdesWachstumswegvon
derGiterrichtunginRichtungderVorzugsrich-
tungzuverschieben.
DieMengedesabgezweigtenFestphasenanteils
errechnetsichzu:
δfs=Δfsq·sin(2·[Θ0–Θ])2·|sinΘ| (3.14)
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HierbeibezeichnetΔfs=fx,y,t+1s –fx,y,ts denindieserRundestatﬁndendenZuwachsan
Festphase,0≤q≤1einenfreiwählbarenParameterundΘ=arccosnx|⃗n|den Winkel
deraktuelenGrenzﬂächennormalen(unddamit Wachstumsrichtung)zurx-Achse. Mit
diesemAnsatzistderEinﬂussderKorrekturumsogrößer,jeweiterdiemomentane
Normalenrichtungvonderbevorzugten Wachstumsrichtungabweichtundjeweiterdie
vorgegebeneWachstumsrichtungvonderGiterrichtungabweicht.
DieMengedesumverteiltenFestphasenanteilswirdinnerhalbdervon-Neumann-Um-
gebungindiejenigenzweiZelenumverteilt,diederjenigendervierVorzugsrichtungen
amnächstenliegen,welchewiederumamnächstenanderaktuelenGrenzﬂächennorma-
leliegt.DieZelein±x-RichtungerhältdabeidieMengeδfscos2Θ,diein±y-Richtung
δfssin2Θ.DieGeometriedesgesamtenProzessesistinAbbildung3.5skizziert.
IsteinederalsZielderUmverteilungvorgesehenenZelenschonfestodergehörtsieals
GrenzﬂächenzelezueinemanderenGrenzﬂächenabschnit(s.o.),sowirdderihrzugewie-
seneFestphasenanteilindererstarrendenZelebehalten.IstsieeineGrenzﬂächenzele,die
zumselbenGrenzﬂächenabschnitgehört,sowirdihrderentsprechendeFestphasenanteil
sofortgutgeschrieben.IstdieZeleﬂüssig,sowirdderaufdieseWeisehinzugefügteFest-
phasenanteilgespeichertundaufsummiert.SobalddieseZeledannzurGrenzﬂächenzele
wird,wirddieser“virtuele”FestphasenanteilsofortinrealenFestphasenanteilumgewan-
delt,sodassdieseZeleihreErstarrungmiteinemFestphasenanteilgrößeralsNulbeginnt.
SolangedieZeleﬂüssigundderFestphasenanteilnurvirtuelist,wirddieserauchnicht
indieGeometrieberechnungeneinbezogen.
AusgehendvonderArbeitvonBöschetal.[9]wurdeuntersucht,obsichderAnsatzder
rotiertenGiterauchaufdasZA-Modelübertragenlässt.
DieÜbertragungdesZustandeseinerZeleindasrotierteGiteristdiezentraleHeraus-
forderungbeimAnsatzderzeitlichgemiteltenAnsisotropie.WährendfürstetigeFelder
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Abbildung3.6.:a)EntwicklungdesFlächeninhaltseinesKreisesmitAnfangs-
radius40Zelen(bezogenaufdieAusgangsﬂäche)über1000Rotationen,mit
unterschiedlichenSchwelwertenSfürdieInterpolation;b)Entwicklungvon
KreisenunterschiedlicherRadien(inZelen)über1000Rotationenbeieinem
Interpolationsschwelwertvon0,8.
wiedasKonzentrationsfeldbeliebigeklassischeInterpolationsmethodenangewandtwer-
denkönnen,stelenunstetigeFelder,insbesonderederPhasenzugehörigkeit,einProblem
dar.DaherwurdendiePhasenzugehörigkeitenanhandeinerInterpolationdesFestphasen-
anteilsermitelt:In[9]wurdeeineMethodefürdieInterpolationauchstarkvarierender
FelderwiedasdesFestphasenanteilsentwickelt.AnhanddermitdieserMethodeinterpo-
liertenFestphasenanteilewirddiePhasenzugehörigkeitmitelseinesSchwelwertverfahrens
zugewiesen:JedeZele,dereninterpolierterFestphasenanteilübereinemSchwelwertS
liegt,wirdalsfestangenommen.IneinemweiterenSchritwerdenaleZelen,welcheeine
aufdieseWeisealsfestdeklarierteZeleindervon-Neumann-Nachbarschafthaben,zur
GrenzﬂächenzeledeklariertundderenFestphasenanteilderInterpolationentnommen.
AleanderenZelenwerdenalsﬂüssigangenommen.
DieKonzentrationsfelderindennunﬂüssigenundfestenZelenwerdendurchbilineare
Interpolation(sieheB.1.2)bestimmt.IndenGrenzﬂächenzelenwirddanachdieGeometrie
neuberechnetunddieKonzentrationenaufdieausdieserfolgendenGleichgewichtskon-
zentrationengesetzt.
Der WertdesSchwelwertesShateinengroßenEinﬂussaufdieSimulation.Deshalb
wurdeinVorversucheneinsinnvolerWertfürihnermitelt:EinKreismitRadiusRwur-
de(wieimerstenKreistestin3.2.5)durchseineFlächenanteileindieSimulationsdomäne
einbeschriebenunddanndieDomänewiederholtrotiert.NachjederRotationwurdeder
FlächeninhaltdesKreisesalsSummealerFestphasenanteilebestimmtunddessenzeit-
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20° 36,9° = tan 3/4-1
Abbildung3.7.:RotiertesGitermiteinerDomänengrößevon5×5Zelen.Bei
beliebigenWinkeln(links)besitzenRandzelenkeinewohldeﬁniertenNach-
barnanderrelativenPositionx,y±1.BeiWinkeln,welchepythagoräischen
Tripeln(rechts:(5,4,3)entsprechen,besitzensiediese.
licheEntwicklunguntersucht.DerEinﬂussunterschiedlicherSchwelwerteSistinAbbil-
dung3.6agezeigt.JenachgewähltemSchwelwertergibtsichüberdenVerlaufvon1000
DrehungeneinAbfalodereinAnstiegderKreisﬂäche.DerÜbergangvonSchrumpfung
zuWachstumdurchRotationbeﬁndetsichinderNähevonS=0,8.InAbbildung3.6bist
derEinﬂussdesRadiusbeieinemSchwelwertesvonS=0,8gezeigt.WährendKreisemit
RadiusR≥20Zeleneingleichmäßiges,schwachesWachstumunterderRotationerfah-
ren,behälteinKreismitgeringemRadiusR=10seineFlächeungefährbei(±10%).Dadas
VerhaltenderDendritenspitzen,welchegeringeKrümmungsradienaufweisen,maßgeblich
das WachstumsverhalteneinesDendritenbestimmt,wurdedaherder WertS=0,8für
weitereSimulationengewählt,dakleineRadiendamitgutreproduziertwerdenkönnen.
EineweitereProblemstelungbeirotierendenGiternistdieImplementierungvonRand-
bedingungen.DieKantedergedrehtenSimulationsdomäneistnichtgeradeunddamit
linearwieimungedrehtenZustand,sondernweisteinegestufteGeometrieauf.DieRand-
zelensindanteilsweiseTeilderDomäneundTeilderRandesbzw.derRandbedingungen.
InderLiteraturistkeineMethodebekannt,RandbedingungenunterdiesenUmständen
zuimplementieren.DieeinzigsinnvoleMöglichkeit,welcheauchin[9]gewähltwurde,
sindperiodischeRandbedingungen.BeialgemeinenDrehwinkelntritaberderEﬀektauf,
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Abbildung3.8.:a)AnzahldermöglichennichtrivialenpythagoräischenTripel
A2+B2=L2fürverschiedeneDomänengrößenL;b)Veranschaulichung
alermöglichenpythagoräischenTripelbisL=2000unddamitauchder
möglichenRotationswinkel.DiePunktefürdieDomänengrößenL=325,
425und105sindbeispielhaftfarbighervorgehoben.
dassaufeinerderfürDiﬀusionsberechnungenmitelsFDvorausgesetztenPositionx,y±1
nichtmehrderMitelpunkteinerZeleliegt(Abbildung3.7,links).In[9]wurdendaher
diefehlendenWerteandiesenPositioneninterpoliert,d.h.eswarenzusätzlichzurInter-
polationsberechnungwährenddesRotationsschritesauchInterpolationenwährendder
eigentlichenSimulationnötig.UmdieszuumgehenwurdeindieserArbeiteinanderer
Ansatzgewählt:DieGrößederSimulationsdomänesowiediegewähltenDrehwinkelwur-
densogewählt,dassaufder“richtigen”PositionfürFDimmerderMitelpunkteinerZele
zuliegenkommt.Dieswurdefolgendermaßensichergestelt:
DasKriteriumderrichtigenPositionistgenaudannerfült,wennsichdiePositionen
alervierEckenderquadratischenSimulationsdomäneinnerhalbihrerrespektivenZelen
anderselbenPositionbeﬁnden.DannentstehenbeimzelenweisenAneinanderlegender
SimulationsdomänewederÜberlappungennochLücken.DamitsichdieEckeninnerhalb
ihrerZelenanderselbenPositionbeﬁndenkönnen,müssensichdieseZelenexaktim
AbstandderBreitedesSimulationsraumesL∈Nbeﬁnden.Gleichzeitigbesitzensieim
SimulationsraumdenAbstand(A,B),A,B∈Z.DahersinddiemöglichenRotationswinkel
α=arctan(AB)durchdiemöglichenpythagoräischenTripelmitA2+B2=L2unddamit
durchdiegewählteDomänengrößeLbeschränkt(Abbildung3.7,rechts).Aufgrundder
vierzähligenSymmetriedesSimulationsraumesunddessimuliertenProblemsexistieren
beinnichtrivialenPythagoräischenTripeln2n+1voneinanderunterschiedlicheRotations-
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winkel.BeiGitergrößenbis2000ZelenSeitenlängebesitztdieüberwältigendeMehrzahl
vieroderwenigernichtrivialepythagoräischeTripel.Domänengrößenmitsiebennichtri-
vialenTripelnunddamit15möglichenWinkelntretenzuerstmitDomänengrößenvon325
und425auf.13nichtrivialeTripelunddamit27möglicheDrehwinkelexistierenzuerstbei
einerDomänengrößevon105(Abbildung3.8a).DiemöglichenWinkelsindhinreichend
gleichmäßigverteilt,esexistierenwedersigniﬁkanteLückennochHäufungen(Abbildung
3.8b).
DieZeitskaladerRotation,unddamitdasIntervalzwischenzweiRotationsschriten,
spielteinewichtigeRolebeimEﬀektderRotation.Daherwurdenunterschiedliche,kon-
stanteRotationsintervalegewählt,umdiesenEinﬂusszuuntersuchen.Dajedochbeieiner
konstantenAbkühlrateeineBeschleunigungderDendritenspitzezuerwartenist,wurde
aucheinveränderlichesRotationsintervalimplementiert.Dafürwurdeaneinernichtro-
tierendenDendritensimulationderErstarrungszeitraumderjeweiligenZeleanderDen-
dritenspitzeuntersucht.AnhanddieserKurve(sieheunten,Abbildung3.13)wurdeeine
lineareFunktionfürdasErstarrungsintervalfestgelegt.UmdieStabilitätderSimulation
beilangenSimulationszeitenzugewährleisten,wurdezusätzlicheinminimalesDrehinter-
valerzwungen.DieresultierendeFunktionI(N)hatedaherdieForm:
I(N)=min(I0–mIN,Im) (3.15)
InjedemZeitschritwirddasgegenwärtigeDrehintervalberechnet.ÜberschreitetdieAn-
zahlderZeitschriteseitderletztenRotationdessenGröße,sowirddasGiterrotiert.
WeitereAnsätze,wiedietatsächlicheVerfolgungderSpitzenzelemitEinleitungeines
RotationsschritesnachihrervolständigenErstarrung,oderRotationbeiÜberschreiten
einesgewissenZuwachsesanglobalemFestphasenanteil,wurdenzwaruntersucht,führten
jedochnichtzuqualitativbesserenErgebnissealsdiehiervorgesteltenVariantenund
werdendaherimRahmendieserArbeitnichtweitererörtert.
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Als ModelsystemwurdeAluminium-KupfermiteinemlinearisiertenPhasendiagramm
gewählt[88].DerAnstiegderLiquidusliniebeträgtm=–5,8K/At%,derVerteilungsko-
eﬃzientistk=0,128.DieDiﬀusionskoeﬃzientenvonKupferinAluminiumbetragen
Dl=3,4·10–9m2/sundDs=3,4·10–13m2/sinderﬂüssigenbzw.festenPhase.DerGibbs-
Thomson-Koeﬃzientbeträgtγ0=2,48·10–7Km,derAnisotropieparameterderGrenzﬂä-
chenspannungzwischenFest-undFlüssigphasewurdeauf0,01festgelegt.
AleSimulationsräumewaren500×500Zelen,imFalederrotiertenSimulationen
425×425Zelengroß,miteinerGiterkonstantevon0,5µm.DieRandbedingungenwaren
inalenSimulationenperiodisch.
SofernnichtandersangegebenwurdenalesimuliertenSystemeeinerkonstantenAb-
kühlratevon50K/minausgesetzt.DieAusgangskonzentrationanKupferbetrug1,7382
At%(entsprechend4,0Gew%).DieAusgangstemperaturwurdesogewählt,dasseinkreis-
förmigerKeimmitdemRadiuseineshalbenSimulationsgiterabstandesgeradestabilwar.
DerStartkeimbestandauseinerquadratischenAnordnungvonvierfestenZelen.BeiSi-
mulationenaufrotierendemGiterlagdiebevorzugteWachstumsrichtungdesStartkeims
biszurerstenRotationinGiterrichtung.
InAbbildung3.9sinddieWachstumsverläufevonDendriten,welchemitunterschiedlichen
KrümmungsberechnungensowiemitundohneAnisotropiekorrekturberechnetwurden,
dargestelt.DiedabeideminitialenKeimalsbevorzugteWachstumsrichtungvorgegebene
RichtungmiteinemWinkelvon20◦zudenGiterachsenistebensoeingezeichnet.
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LS-LSq5 HF
q=
 0
q=
 0,
9
Abbildung3.9.:WachstumsverlaufsimulierterDendritenmiteinervorgegebe-
nenWachstumsrichtungin20◦zumSimulationsgiter(roteLinien)mitunter-
schiedlichenVariantendesModels.DieübereinanderdargesteltenZustän-
demitunterschiedlichenGraustufenhabeneinenzeitlichenAbstandvon
jeweils50mszueinander.KrümmungsberechnungdurchLS-LSq5-Methode
(linkeSpalte)oderdurchHF-Methode(rechteSpalte).ObereReiheohneAni-
sotropiekorrektur,untereReihemitKorrekturparameterq=0,9.
Obwohlbeideuntersuchten MethodenzurKrümmungsberechnungimabgeschnitenen
Kreistest(Abschnit3.2.5)einevergleichbareQualitätaufwiesen,führensiedochzusigni-
ﬁkantenUnterschiedenindensimuliertenDendriten.SoführtdieLS-LSq5-Methodeim
VergleichzurHF-MethodezuschlankerenPrimär-undSekundärarmen.Ebensozeigtdie
LS-LSq5-MethodebeimitlerenundspätenStadieneinehöhereWachstumsgeschwindig-
keitsowieeineverstärkteBildungvonSekundärarmen.DiesegrößereDichteanSekun-
därarmenwächstsichjedochrelativschnelaus,sodassdermitlereSekundärarmabstand
(weitentwickelterSekundärarme)beibeidenMethodenzumEndehinwiedereinever-
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gleichbareGrößenordnungannimmt.
0°
20°
40°
Abbildung 3.10.: Simulierte
DendritenmitHF-Methodeund
Anisotropiekorrektur(q=0,9)
und unterschiedlichen bevor-
zugten Wachstumsrichtungen.
Zeitlicher Abstand zwischen
zwei Zuständen 50ms. Zur
besserenVergleichbarkeitwurde
der20◦-undder40◦-Dendritso
dargestelt,dassdiebevorzugte
Wachstumsrichtung horizontal
bzw.vertikalliegt.
WerdendieDendritenohneAnisotropiekorrektursimu-
liert,soistderstarkeEinﬂussdesunterliegendenSimu-
lationsgiterserkennbar.Lediglichdasinitiale Wachs-
tumdesKeimsweisteinegeringeAusrichtunginRich-
tungderbevorzugten Wachstumsrichtungauf,diesich
ineinemschwachasymmetrischenDendritenimFrüh-
stadiumdes Wachstumsäußert.Danachwachsenale
Dendritenarmeim WesentlicheninGiterrichtung,le-
diglichdas WachstumderSekundärarmevariertlinks
undrechtsderPrimärarme:AufderSeitederbevor-
zugtenWachstumsrichtungkanneinleichtbevorzugtes
WachstumderSekundärarmeimVergleichzurande-
renSeitebeobachtetwerden.IndenkonkretenBeispie-
lensinddieSekundärarmerechtsderPrimärarmeetwas
länger.
WirddieAnisotropiekorrekturhingegenaktiviert,so
zeigtsicheindeutlichsichtbarerEﬀektaufdieSimu-
lationdes WachstumsderDendriten.Insbesondereim
FrühstadiumdesWachstumsisteinedeutlicheAusrich-
tungdesDendriteninRichtungderbevorzugtenWachs-
tumsrichtungbeobachtbar.InderSimulationmitder
LS-LSq5-KrümmungsberechnungwächstsichdieserEf-
fektjedochwiederausunddasDendritenwachstum
richtetsichschonnachkurzerZeitwiederinGiter-
richtungaus,undauchaleSekundär-undTertiärar-
mewachseninGiterrichtung.InderSimulationmitder
HF-MethodeistderEﬀektderAnisotropiekorrekturhingegenwesentlichstärker.DerDen-
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dritwächstimVergleichzurLS-LSq5-SimulationsehrlangeindievorgegebeneRichtung
undweichterstspätinRichtungGiterrichtungdavonab.EbensowachsenaleSekundär-
undTertiärarmeindievorgegebene Wachstumsrichtung.DennochwachsendieSekun-
därarmenichtgleichmäßigausdenPrimärarmen,sondernesisteineBevorzugungdies-
malderlinkenSeitederPrimärarmezuerkennen.WährenddieseUngleichmäßigkeitbei
derLS-LSq5-SimulationinsbesondereindenspäterenStadienderErstarrungstarkzum
Tragenkommt,istsieinderHF-Simulationim WesentlichenzuBeginnzubeobachten,
währenddiespäterwachsendenSekundärarmegleichmäßigerausdenPrimärarmener-
wachsen.
InAbbildung3.10sindWachstumsstadienmitHöhenfunktionundAnisotropiekorrektur
simulierterDendritenmitbevorzugten Wachstumsrichtungenmiteinem Winkelvon0◦,
20◦und40◦zurGiterrichtungdargestelt.Zunächstistzusehen,dassaucheinebevorzug-
teWachstumsrichtungvon40◦näherungsweiseeingehaltenwird.Gleichzeitigbeeinﬂusst
die Wachstumsrichtungdas WachstumsverhaltendesDendritenanmehrerenStelen:Je
näherdiebevorzugte WachstumsrichtunganderGiterrichtunganliegt,destoschneler
wächstderentstehendeDendrit.GleichzeitigistderPrimärarmdabeispitzerundschma-
ler.
EbensohängtdasinitialeWachstumsverhaltenderSekundärarmevomWachstumswin-
kelab.Bei0◦tretenzunächstsehrdichtekleineFluktuationenaufbeidenSeitender
Primärarmeauf,welcheinsehrvielenkleinenSekundärarmenresultieren,diesichdanach
wiederumdurch Wachstumsausleseausdünnen.Bei20◦tretensolchegeringenFluktua-
tionenaufderrechtenSeitestärkeraufalsaufderlinkenSeite,waseinegrößereinitiale
DichteanSekundärarmenaufdieserSeitezurFolgehat.Bei40◦tritdieserEﬀektan
beidenSeitenmitnahezugleicherFrequenzauf,wobeidieFluktuationsamplitudeaufder
rechtenSeitederPrimärarmegrößerist.InspätenStadiensinddieSekundärarme,abgese-
henvonderunterschiedlichenWachstumsgeschwindigkeit,inAusgeprägtheitundDichte
wiedervergleichbar.
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Rot. aler4000 Schritte / 37 ms
Rot. aler500 Schritte / 4,6 ms
Rot. aler50 Schritte / 0,46 ms
Abbildung 3.11.: Dendriten-
simulation mit Rotation
des Simulationsgiters in
unterschiedlichenregelmäßi-
genIntervalen,bevorzugte
Wachstumsrichtung jeweils
horizontal und vertikal.
Abstand der einzelnen
abgebildeten Zustände
50ms.
FürdasModel mitrotierendemGiterwurdeaufgrundder
ErgebnisseimvorherigenAbschnitdieHF-Methodezur
Krümmungsberechnungeingesetzt.DanachwurdederEin-
ﬂussderLängeeineskonstantenRotationsintervalsaufdas
Ergebnisuntersucht.DafürwurdedasRotationsinterval
überzweiGrößenordnungenvon20Zeitschriten(0,18ms)
bis4000Zeitschrite(37ms)variert.
InAbbildung3.1sindrepräsentativeErgebnissedieser
Simulationsreihedargestelt.FüralegewähltenRotations-
intervaleisteinesehrschwacheEinhaltungdervorgege-
benen Wachstumsrichtungzuerkennen,ebensoeinestar-
keNeigungzurAufspaltungderDendritenspitzenmitBil-
dungvonPrimärarmenindereigentlichbenachteiligten
45◦-Richtung.BeikurzenDrehintervalensinddieseEﬀek-
teetwasausgeprägterunddiesimuliertenStrukturenäh-
neln“Seaweed”-Strukturen,wiesiebeiderErstarrungvon
MaterialienmitisotroperFest-Flüssig-Grenzﬂächenenergie
auftreten.GleichzeitigistmitlängerenDrehintervaleneine
ZunahmederWachstumsgeschwindigkeitfestzustelen.
BeikurzenDrehintervalenisttatsächlichkeinGiterein-
ﬂussmehrfestzustelen,währendsichbeisehrlangenDre-
hintervalendieOrientierungdesGiterswiederimsimu-
liertenDendritniederschlägt(Abbildung3.1,unten).
IneinerzweitenSimulationsreihewurdedieGrenzﬂächen-
energieanisotropieaufeinenüberhöhtenWertvonε=0,06gesetzt.InAbbildung3.12sind
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repräsentativeErgebnissedieserSimulationsreiheabgebildet.Deutlichzusehenistder
EﬀektderGrenzﬂächenenergieanisotropieaufdieWachstumsgeschwindigkeitderDendri-
ten.Dieseistsigniﬁkanthöheralsbeiε=0,01.GleichzeitigistbeidenSimulationenmit
Rotationsintervalenzwischen50und1000ZeitschriteneinesehrguteEinhaltungder
bevorzugtenWachstumsrichtungüberlangeSimulationszeitenzubeobachten.Wiederist
zubeobachten,dassdiegenereleWachstumsgeschwindigkeitderDendritenmitderLän-
gedesRotationsintervalszunimmt.EinZusammenbruchderAusrichtungdesWachstums
nachdervorgegebenenRichtungistlediglichbeisehrkurzenodersehrlangenRota-
tionsintervalensowiebeispätenSimulationszuständenzubeobachten.Beisehrkurzen
Rotationsintervalentrit wiebereitsobenSpitzenaufspaltungundisotropes Wachstum
auf,währendbeisehrlangenIntervalenwiederderEinﬂussderGiterrichtungÜberhand
nimmt.
DerEinﬂusseinerveränderlichenRotationsfrequenzwurdeebenfalsuntersucht.Bei(phy-
sikalischkorrekter)niedrigerGrenzﬂächenenergieanisotropieunterschiedensichdieSimu-
lationsergebnissenichtwesentlichvondenenbeikonstantenRotationsintervalen(nicht
dargestelt).DasErgebnisbeiüberhöhterGrenzﬂächenenergieanisotropie(wieoben)istin
Abbildung3.13abgebildet.DabeiistlinksderVerlaufderErstarrungszeitderSpitzen-
zeleüberdenVerlaufderSimulationabgetragen.DarauswurdendieParameterfürdas
veränderlicheDrehintervalI(N)sofestgelegt,dassdiesesIntervalimmeroberhalbder
gemessenenErstarrungskurveverläuft:I0=300,mI=0,015undIm=100.
DerresultierendeDendritistinAbbildung3.13rechtsabgebildet.Die Wachstumsge-
schwindigkeitbewegtsichimBereichderErgebnissemitRotationsintervalenzwischen
500und50Schriten.GegenüberdiesenDendritentritSpitzenaufspaltunginetwasge-
ringeremMaßeauf,undinsbesonderespäterwachsendeSekundärarmezeigeneinbes-
seresEinhaltendervorgegebenenWachstumsrichtung.EinzelneSekundärarmenahedes
UrsprungskeimsundinsbesondereTertiärarmewachsenhingegenaußerhalbderWachs-
tumsrichtung.DieserEﬀektistdennochwenigerausgeprägtalsbeikonstanterRotations-
frequenz.
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Rot. aler 20 Schritte / 0,18 ms
Rot. aler500 Schritte / 4,6 ms
Rot. aler1000 Schritte / 9,2 ms Rot. aler4000 Schritte / 37 ms
Rot. aler50 Schritte / 0,46 ms
Rot. aler200 Schritte / 1,8 ms
Abbildung3.12.:DendritensimulationmitRotationdesSimulationsgitersin
unterschiedlichenregelmäßigenIntervalenundüberhöhterGrenzﬂächen-
energieanisotropievonε=0,06.Bevorzugte Wachstumsrichtunghorizon-
tal/vertikal,zeitlicherAbstandderabgebildetenZustände50ms.
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Abbildung3.13.:Links:ErstarrungsdauerΔNs(inSchriten)derZeleander
DendritenspitzeundVerlaufdesRotationsintervalsI(N)überderAnzahl
SimulationsschriteN.Rechts:ResultierenderDendrit,ZuständeimAbstand
von50ms.
UmdieQualitätdesZA-Modelsquantitativzuuntersuchen,wurdedasWachstumeines
DendritenineinerSchmelzekonstanterUnterkühlungsimuliert.FürdiesenFalexistiert
mitdemLGK-Model[21]eineanalytischeBeschreibungdesstationärenZustandes,welche
unterAnnahmeeinerparabolischenDendritenspitzeunterAnderemderenWachstumsge-
schwindigkeitvorhersagt.
DadieErstarrungimvorliegenden Modelübereine Massenbilanzberechnetwird,
liegtdieGrenzﬂächengeschwindigkeitselbstimModelnichtvor.ZurAuswertungder
DendritengeschwindigkeitmusstedahereineLängedesPrimärarmesdeﬁniertwerden.
DafürwurdediejenigeGrenzﬂächenzele(is,js)alsZelederDendritenspitzeangenommen,
welchediegeringstex-Positioninnehat.InAbhängigkeitihresFestphasenanteilswurde
danndieLängedesPrimärarmesals
l=x⃗is,js–⃗xc+f
is,jss
cosΘ (3.16)
berechnet.Dabeiist0<Θ<45◦der WinkeldesPrimärarmes(mitdemZentrumdes
54
3.4.SimulationdendritischerErstarrung
Abbildung3.14.:SimulierteDendritenspitzengeschwindigkeitbeiverschiede-
nenUnterkühlungenΔT;a)MitlereGeschwindigkeit¯vfürSimulationenmit
verschiedenen WachstumsrichtungenimBezugzurGiterrichtung,imVer-
gleichmitdemanalytischenModel[21]mitσ∗=0,005;b)StärkederStan-
dardabweichungσvinRelationzudenMitelwerten(Symbolewiea).
Simulationsraumes⃗xc):
cosΘ=x
is,js–xc
x⃗is,js–⃗xc (3.17)
DerAbstandsetztsichalsozusammenausdemAbstandderZelezumZentrumdesSi-
mulationsraumes(derOrtdesKeims)sowieausihremFestphasenanteil.WenndieGrenz-
ﬂächedieZelevolständigdurchquert,alsoderFestphasenanteileinserreicht,dannwird
angenommen,dassdieGrenzﬂächeeineStreckevon 1cosΘ zurückgelegthat.DieGrenz-
ﬂächengeschwindigkeitwurdeausdenbestimmtenPrimärarmlängennachv=dldtmitels
ﬁniterDiﬀerenzenzweiterOrdnungberechnet.
DadeutlicheFluktuationenderSpitzengeschwindigkeitauftraten,wurdeanhandder
v–t-KurveeinBereichausgewählt,indemdieGeschwindigkeitimMitelkonstantwar,
undindiesemBereichdiemitlereGeschwindigkeitsowiederenStandardabweichung
berechnet.DieErgebnissesindinAbbildung3.14aufbereitet.
ZumVergleichmitderanalytischenLösungwirdnochderWertdesStabilitätsparame-
tersσ∗benötigt,welcherfürzweiDimensionenunbekanntist.In[88]wurdeerfüreine
zweidimensionaleDendritensimulationmitelsderPhasenfeldmethodezu0,169bestimmt.
BeiderÜberprüfungdieserArbeitergabsichjedoch,dassdiedortveröﬀentlichteanaly-
tischeKurvesowiedieerzieltenErgebnisse(beidenselbenphysikalischenParameternwie
diedieserArbeit)ehereinemWertvonσ∗=0,005entspricht.
Setztmandiesen Wertein,sozeigtsich,dassdiemitZAinGiterrichtungsimulier-
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tenmitlerenDendritengeschwindigkeitendemanalytischenModel mitleichtenAbwei-
chungenfolgt(Abbildung3.14a).BeiWachstuminvonderGiterrichtungverschiedenen
RichtungenzeigensichstärkereAbweichungen.
DiegeringereGenauigkeitderErgebnissebeiabweichendenWachstumsrichtungenzeigt
sichauchbeiderSchwankungsbreitederWachstumsgeschwindigkeiten(Abbildung3.14b).
BeifastalenSimulationenabseitsderGiterrichtungistdieStandardabweichungderbe-
rechnetenGeschwindigkeitengrößeralsdiemitlereGeschwindigkeitselbst,währendbei
denSimulationeninGiterrichtungdieStandardabweichungungefähreinehalbeGrö-
ßenordnungunterihrliegt.DieszeigtsichauchindenMedianen(nichtabgebildet),die
beiden0°-SimulationennahebeidenMitelwertenliegen,währendsiebeidenanderen
SimulationenumzehnbisfünfzigProzentvonjenenabweichen.
Abbildung3.15.:Ergebniseinerdrei-
dimensionalenSimulation
DasZA-Model wurdealsMachbarkeitsstudieauch
aufdrei Dimensionenerweitert. Dadamiteine
enormeErhöhungderRechenzeiteinhergeht,wur-
deeinevereinfachte Variante des Models ge-
wählt,inwelcherzurKrümmungsberechnungdie
LS-LSqM-Methode(Kleinste-Quadrate-Anpassungin
der Moore-Umgebung) eingesetzt wurde. Daher
mussteauchlediglichdieMoore-Umgebungaufnahe
beieinanderliegeneGrenzﬂächenüberprüftwerden.
DesWeiterenkonntedieSimulationwedervomSpeicherverbrauchnochvomRechenauf-
wandnichtmehrsinnvolaufeinemeinzelnenPCdurchgeführtwerden.Statdessenwurde
dieSimulationmitderMPI-Bibliothek(MessageParsingInterface)“libgeodecomp”[89]
verbunden,welcheeserlaubt,aufRechnerverbündenzusimulieren.EinaufdieseWeise
simulierterDendrit(Parameterwiedie2D-Simulationen)istinAbbildung3.15gezeigt.
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0° 20°
Abbildung3.16.: GeometrischerEﬀekt
einerdurchFluktuationvorzeitiger-
starrtenZele(rot)inGrenzﬂächenun-
terschiedlicherOrientierung(gelb).
Dieimplementierte Anisotropiekorrekturdurch
virtueleFestphasenanteilezeigteinesehrunter-
schiedlicheEﬀektivität,abhängigvondergewähl-
ten MethodezurKrümmungsberechnung.Dabei
sinddieUrsachen,diedieMethodebeiderLevel-
Set-Methodescheiternlässt,schonbeidenSimu-
lationenohneAnisotropiekorrekturzusehen:Die
PrimärarmeweisenbeiderLevel-Set-Varianteei-
newesentlichstärkereRauheitauf.DieseRauheit
resultiertineinerfrüherenEntstehungvonSekundärarmen,unddiesauchzunächstin
größererZahlalsbeiderSimulationmitHöhenfunktion.AufgrundihresfrüherenAuf-
tretensistauchdieAnreicherungvonLegierungsatomenumdenPrimärarmherumbei
ihrerEntstehungwenigerausgeprägt,waszuderbeobachtetengrößeren Wachstumsge-
schwindigkeitderSekundärarmeführt.GleichzeitigwirddadurchdasBreitenwachstum
desPrimärarmesgebremst,wasseinegeringereDickezurFolgehat.
DieseFluktuationenderSeitenﬂächederPrimärarmetritbeidemLevel-Set-Model
mitAnisotropiekorrekturinselbenMaßeauf.Dabeizeigtsich,dassdieseFluktuationdas
WachstuminGiterrichtungbefördert,undzwarineinemstärkerenMaßealsdurchdie
Anisotropiekorrekturkompensiertwerdenkann.EntlangeinerGrenzﬂäche,dieungefähr
inGiterrichtungliegt,kanneineeinzelnevorzeitigerstarrteZelespätereinenSekundär-
armbilden,währendeineeinzelneZeleineinerschrägenGrenzﬂächeeinengeringeren
geometrischenEﬀektzeigt(sieheAbbildung3.16).
DieAnisotropiekorrekturwirdzusätzlichdadurchgeschwächt,dassderDendritmitder
Level-Set-MethodeeinestärkereKrümmungandenSpitzenbzw.dünnerePrimär-und
Sekundärarmebesitzt,dadieAnisotropiekorrektureinegeringereFlächebesitzt,aufdie
siewirkenkann.Insgesamtmussfestgesteltwerden,dassderLevel-Set-Ansatzselbstin
seinergeglätetenForm(angepassteFunktionüber21Zelen)füreineSimulationdendriti-
scherErstarrungnichtgeeignetist,sonderndieHöhenfunktionsmethodevorzuziehenist
Dennochkannkonstatiertwerden,dassdasSekundärarmwachstumimVergleichmitder
57
3.ZeluläreAutomaten
Literatur(Abbildung2.5)schonwesentlichgleichmäßigererfolgt.
EbensokannbeialendurchgeführtenSimulationenbeobachtetwerden,dasssonstige
physikalischeEﬀektewie“softimpingement”,Tertiärarmbildungund Wachstumsauslese
derSekundärarmekorrektabgebildetwerden.Lediglichbeieinem0°-Dendriten(mitHö-
henfunktionsmethode)isteinZusammenwachsenjezweierSekundärarmezubeobachten,
wasmitderenormen WachstumsgeschwindigkeitderSekundärarmeindiesemBereich
zusammenhängt.NochbevordasWachstumdurchdieüberlappendenKonzentrationsfel-
dergestopptist,sinddieArmeschonüberEckverbunden,indemdieverbindendeZele
aufgrundderSymmetrievonbeidensekundärenSpitzengleichzeitigalsGrenzﬂ
0° 20° 40°
ächenzele
aktiviertwird.
Abbildung 3.17.: Detail aus Abbil-
dung3.10:Dendritenspitzenbeiun-
terschiedlichervorgegebener Wachs-
tumsrichtungnacheiner Wachstums-
zeitvon150ms.
Selbst mitder Höhenfunktionsmethodeund
Anisotropiekorrekturzeigtsichjedocheinsigniﬁ-
kanterEinﬂussdervorgegebenenWachstumsrich-
tungdesDendritenaufseinWachstumsverhalten.
JeweiterdiesevonderGiterrichtungabweicht,
destolangsamerwirddasPrimärarmwachstum.
Dieskann mitderunterschiedlichenFormder
Dendritenspitzeerklärtwerden,die mitzuneh-
menderAbweichungderWachstumsrichtungvonderGiterrichtungeineimmerstumpfere
Formannimmt(sieheAbbildung3.17).DieseFormbedingtjedochgleichzeitigeinlangsa-
meres Wachstum,dadieSpitzeentsprechendeinegeringerespeziﬁscheOberﬂächehat
unddadurchihreKopplungandasumgebendeKonzentrationsfeldschwächerist.
EbenfalswirddievorgegebeneWachstumsrichtungnichtexakteingehalten.Statdessen
zeigtsicheineAnnäherungdes WachstumsinRichtungdernäherliegendenspezielen
Giterrichtung.BeieinervorgegebenenVorzugsrichtungvon20◦zumGiterwirktdieAb-
weichunginRichtungder⟨10⟩-RichtungendesGiters,währendsiebeider40◦-Simulation
inRichtungder⟨1⟩-Richtungentendiert.
DasSekundärarmwachstumistbeidiesenSimulationenmitHöhenfunktionundAni-
sotropiekorrekturimmeranderjenigenSeitebevorzugt,diedertatsächlichenVorzugs-
richtungabgewandtist.Diesrührtdaher,dassdiedazugehörigeFlankedesPrimärarmes
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paralelzurbevorzugtenWachstumsrichtungliegtunddamitoptimaleWachstumsbedin-
gungenbesitzt,währenddiegegenüberliegendeFlankeeinengewissen Winkelzurbe-
vorzugten Wachstumsrichtungeinnimmt,diedas WachstumdortimVergleichhemmt.
DadurchentstehendieanfänglicheninitialenSekundärarmemiteinerunterschiedlichen
räumlichenFrequenzaufbeidenSeiten,wasamEndeineinemleichtenUnterschiedim
SekundärarmabstandzwischenbeidenSeitenresultiert.DieserEﬀektistinsbesonderebei
der20◦-Simulationzubeobachten.
BeidemVersuch,dieAnisotropiezeitlichzumiteln,wirddurchdieRotationsschrite
ebenfalseineRauigkeitaufdieerstarrendeGrenzﬂächeaufgebracht.DieseFluktuationen
sinddabeisostark,dasssiediephysikalischeGrenzﬂächenenergieanisotropiekomplet
überlagern,wodurchSeaweed-Strukturenerzeugtwerden.WirdderAnisotropieparameter
aufunphysikalische Werteerhöht,sokannsichdiegewünschteAnisotropiegegendas
RauschendurchsetzenundübergroßeAbschniteWachstuminderbevorzugtenRichtung
erzeugen.
Eswirdbeobachtet,dassmiteinerVerkleinerungdesDrehintervalsunddamitderEr-
höhungderAnzahlderRotationsschriteeineVerlangsamungdesWachstumseinhergeht.
Dieskanndadurcherklärtwerden,dassdurchdieInterpolationderFestphasenanteileim
ZugederRotationdasFestphasenanteilsfeldeinegewisseGlätungerfährt.Insbesonde-
reimBereichderDendritenspitze,wodasFeldderFestphasenanteileindreiRichtungen
starkabfält,hatdieseineAbstumpfungderSpitzezurFolge.Diesresultiertineinem
im Weiterenetwasverlangsamten Wachstum,währenddessendieDendritenspitzeauch
wiedereinestarkeKrümmungannehmenkann.DiesewirdjedochbeimnächstenRotati-
onsschrit wiederetwasabgestumpft.JenachkonkreterLagedesneuenzumaltenGiter
kanndieserEﬀekteineunterschiedlicheStärkeaufweisen.
ZugroßenSimulationszeitenhinsteigtauchdieWachstumsgeschwindigkeitderSekun-
där-undTertiärarme,dadieUnterkühlungderSchmelzestetigsteigt.Dasbedeutetim
Umkehrschluss,dassimVerhältniszurcharakteristischenZeitskalades Wachstumsdie
Rotationsintervalegrößerwerden.DaherbesitzendiespätenTertiärarmeeinewesentlich
schlechtereAusrichtunganderbevorzugtenWachstumsrichtungalsderPrimärstamm,da
beiihnendieselbenEﬀekteauftreten,diebeisehrgroßenIntervalenüberdengesamten
59
3.ZeluläreAutomaten
Wachstumszeitraumhinwegdominieren.
DieWahleinesvariablenDrehintervalskanndiesemProblemabhelfen.Tatsächlichhält
eingroßerTeilderTertiär-undSekundärarmediebevorzugte Wachstumsrichtungein.
AuchwennandieserStelenochOptimierungenmöglichsind(sokannbeispielsweisedas
Minimalinterval Imnochwesentlichniedrigergewähltwerden),sozeigtsichdochkeine
signiﬁkantequaltitativeVerbesserungdesErgebnisses.DurchdieNotwendigkeitderWahl
unphysikalischerParameteristauchkeinquantitativerVergleichmitanalytischen Mo-
delenmöglich.InsgesamtistdaszeluläreAutomaten-Model mitderRotationsmethode
zwarfunktional,eskönnenabertrotzRichtungsunabhängigkeitnurbegrenztphysikalische
Schlüssedarausgezogenwerden.
BeidenquantitativenSimulationenmit WachstuminGiterrichtungfolgtdasimple-
mentierteModelungefährderKurvedesanalytischenModels.Darauslässtsichschlie-
ßen,dasszumindestbeiAnwendungderHöhenfunktionsberechnungderKrümmungdie
Kopplungdes WachstumsandasKonzentrationsfeldsowiedessenEntwicklungkorrekt
vorhergesagtwird.BeidenSimulationenabseitsderGiterrichtungkanndiessonichtbe-
stätigtwerden.DurchdiestumpfereRepräsentationderDendritenspitzeergibtsichfürfast
aleUnterkühlungeneinesystematischeUnterschätzungderGeschwindigkeit.Ebensotre-
tengroßeSchwankungenderWachstumsgeschwindigkeitderDendritenspitzeauf.Dadie
WachstumsgeschwindigkeitalerdingsdurchdieindirekteRepräsentationderGrenzﬂäche
lediglichabgeschätztwerdenkann,kanneinTeilderSchwankungsbreiteauchaufdienot-
wendigerweisenuralsNäherungimplementierbareAuswertemethodezurückgeführtwer-
den.DennochbleibtdieErkenntnis,dassaleWachstumsmodiabseitsderGiterrichtung
mitdemvorliegendenModelhöchstensnäherungsweisesimuliertwerdenkönnen.Dies
schließtbeidenSimulationeninGiterrichtungdieVerbreiterungderPrimärarmesowie
dieBildungvonSekundärarmenein,derenCharakteristikadaherlediglichalsqualitativ
angesehenwerdenkönnen.EinequantitativeAuswertungvonGrößenwieSekundärarm-
abständenund-längenscheintdaherleidernichtsinnvol.
DieErgebnissebestätigen,dassinsbesonderederAlgorithmusderBewegungderGrenz-
ﬂächeeinengroßenEinﬂussaufdieungewoltekünstlicheAnisotropiedesSimulationser-
gebnissesbesitzt.DiegewählteMethodederKrümmungsberechnungspieltebenfalseine
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Role,ihrEinﬂussistjedochwesentlichgeringer.MitAnwendungderhiervorgestelten
AnisotropiekorrekturundderKrümmungsberechnungmitelsderHöhenfunktionistzwar
nunprinzipiel möglich,dendritischeStrukturenauchabseitsderGiterrichtungzusimu-
lieren.AlerdingssinddieErgebnissequantitativnurbedingtauswertbar.Dennochkonnte
durchdiehiervorgesteltenModiﬁkationenderZeluläreAutomaten-MethodederGiter-
einﬂusszwarnichtvolständigbeseitigt,wohlabersigniﬁkantverringertwerden.
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EswurdeeinePunktanordnunggesucht,welchekeineFernordnungaufweist,aberden-
nocheinestabileSimulationermöglicht.DaherkamendieinderLiteraturgebräuchlichen
“verschobenen”Giter(siehe2.2.4)nichtinBetracht,dasiebeiniedrigerVerschiebungs-
amplitudedasersteKriteriumnichterfülen,beihoherdaszweite.Obwohlauchandere
zufäligePunktverteilungeninderLiteraturzuﬁndensind,wirdmeistkeineAussageüber
ihreErzeugunggetroﬀen.DaherwurdefürdieseArbeiteinauf[3]beruhenderAlgorithmus
entwickelt.ErberuhtaufzweiGrundgedanken:
1.EinkompletisotropesGiterohneFernordnungkanndurcheinezu-
fäligePlatzierungalerGiterpunkteerzeugtwerden.
2.UmeinegewisseStabilitätderSimulationzugewährleisten,wirdein
minimalerpaarweiserAbstandΔdzwischenalenPunktenvorge-
schrieben.
WieimAnhangB.5gezeigt,liegtdieaufdiese WeiseinzweiDimensionenerreichba-
rePunktdichteinAbhängigkeitvom Mindestabstandzwischenρmin =
(
3√3
2Δd2
)–1≈
0,385Δd–2undρmax=
(√3
2Δd2
)–1≈1,15Δd–2.
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Abbildung4.1.:ZweiverschiedeneGitermitΔd=0,02.
ZurGitererzeugungwurdeiterativjeweilseinneuerzufäligerPunktgesucht,unddann
dessenAbstandzualenschongesetztenPunktengeprüft.Hieltdieserzualenbisdahin
gesetztenPunktendenMindestabstandein,sowurdeerindasGitereingefügt,ansonsten
wurdeerverworfen.FürdieIterationwurdenzweiverschiedeneAbbruchkriterienfestge-
legt,diezuunterschiedlichenGiternführte:
Grob:FürgrobeGiterwurdeeinekonstantePunktdichtevon0,4Δd–2vor-
gegeben.
Vol:Bei“volen”Giterwurdeversucht,einemöglichstgroßeAnzahlan
PunktenindasGitereinzufügen.Dafürwurdeerstdannabgebro-
chen,wenneinneuzusetzenderPunktnachsovielenVersuchen,
wiebereitsPunkteimGitervorhandensind,nichtmehrgesetztwer-
denkonnte.EswurdendamitPunktdichtenimBereichvon0,7Δd–2
erreicht.
BeispielefürbeideGitertypensindinAbbildung4.1gezeigt.
WennRandbedingungenvorgegebenwaren,wurdendarüberhinausGiterpunkteauf
demRandbenötigt.DiesewurdenvordenVolumenpunkten,aberaufdieselbeWeisewie
diesegesetzt.AleSimulationenmitRandbedingungenwurdenindieserArbeitaufgroben
Giterndurchgeführt.BeidiesenbetrugdieAnzahlanzusetzendenRandgiterpunkten
2√N(√l1/l2+√l2/l1)(mitdenSeitenlängenderrechteckigenDomänel1undl2sowieder
64
4.1.GiterloseMethodenfüramorphePunktemengen
GesamtzahlanzusetzendenPunktenN=ρl1l2).
ZurAuswahldergiterlosenInterpolationsmethodewurdeeineindimensionalesDiﬀusi-
onsproblemaufeinemzufäligenGitermitverschiedenenInterpolations-undIntegrati-
onsmethodenberechnet:DaszulösendeProblemwardieDiﬀusioneines(zurZeitt=0)
δ-förmigenImpulsesmitEinheitsﬂäche,welcheeineanalytischeLösungbesitzt[90].Der
Diﬀusionskoeﬃzientwurdeaufeinsgesetzt,alsAusgangszustandwurdedieanalytische
LösungzumZeitpunkt0,01gewählt,dieRandbedingungenwarenperiodisch.
DaseindimensionaleGiterbestandaus200zufäligplatziertenPunktenaufdemInter-
val(0;1]miteinempaarweisenMindestabstandvonΔd=0,003.DieParameterfürdie
lokalenInterpolationsmethodenwurdensogewählt,dassnurPunktemiteinemAbstand
zumInterpolationspunktkleineralsR0=0,08zurInterpolationbeitragen.Diessindim
Schnit32,beidemerzeugtenGiterbewegtensiesichzwischen28und37.DerZeitschrit
wurdezu10–6gewählt.
Als“klassische”InterpolationsmethodenwurdengleitendekleinsteQuadrate(GWQ,B.3.2),
diediﬀuseApproximation(DAM,B.3.3)sowieradialeBasisfunktionen(RBF,B.3.1)gewählt.
FürdiebeidenAnpassungsmethodenGWQundDAMwurdeeinevolständigemonomi-
scheBasiszweiterOrdnunggewählt.AlsWichtungsfunktionwurdefürbeidediepolyno-
mischeWichtungsfunktionaus[91]gewählt:
wi(x)=


1–6(xi–x)2R20 +8
|xi–x|3
R30 –3
(xi–x)4
R40 |xi–x|≤R0
0 |xi–x|>R0
(4.1)
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Abbildung4.2.:DivergenteSimulationmitDAMundKolokation.Oben:Werte
derKnotenineinemAusschnitderDomänenach2,4und6Simulations-
schriten.Unten:WertederDAM-Interpolationnach4und6Schriten
DielokaleRadialeBasisfunktionwurdedemselbenBuchentnommen[92]:
Ri(x)=


(
1–|xi–x|R0
)6(6+36|xi–x|R0 +82(xi–x)
2
R20 +72
(|xi–x|)3
R30 +30
(xi–x)4
R40 +5
(|xi–x|)5
R50
)
|xi–x|≤R0
0 |xi–x|>R0
(4.2)
AlsIntegrationsmethodekamzumeinenKolokationzumEinsatz,zumanderendie
schwacheFormulierungmiteinemIntegrationsinterval,welchesdemNachbarschaftsinter-
valentsprach,alsoineinemBereich±0,08.ZurIntegrationwurdeGaußscheQuadratur
mitfünfStützsteleneingesetzt.AlsTestfunktionwurdeeineKonstantegewählt.
Eszeigtesich,dassbisaufdieRBF-MethodemitKolokationaleanderenfünfKombi-
nationeneinexponentielesWachstumdesnumerischenFehlersimLaufederSimulation
zeigten.BeidenSimulationenmitGWQundDAMüberschrit dasRauschniveaube-
reitsnachwenigenSimulationsschritendiesimuliertenWerte.BeiderRBFmitschwacher
Formulierungzeigtensichhingegenschwächere,aberdennochexponentielanwachsende
Fehler.
Beidenkleinste-Quadrate-Methodenzeigtesich,dassdieinterpolierteLösungzwar
überdieerstenRechenschritehinwegglatbliebundsichwiedieanalytischeLösung
verhielt.GleichzeitigﬁngenalerdingsdieWertederPunktean,starkzuoszilierenund
Werteanzunehmen,diemehrereGrößenordnungenüberdeninterpoliertenWertenlagen.
66
4.1.GiterloseMethodenfüramorphePunktemengen
EswurdealsodaskorrekteKonzentrationsfelddurcheineLinearkombinationvonPunkte-
wertendargestelt,derenBetragmehrereGrößenordnungendarüberlag.Währenddieser
Algorithmusmathematischkorrektist,kommtesnumerischnachwenigenSchritenzu
Darstelungsfehlern,diedanninderLösungsichtbarwerden.DiesesVerhaltenistbei-
spielhaftinAbbildung4.2fürdieDAM-InterpolationmitKolokationgezeigt:Während
nachvierSimulationsschritenbeiPunktwerteninderGrößenordnungvon103dieInter-
polationnochrelativglataussieht,erreichennachsechsSchritendieKnotenwerteeine
Größenordnungvon107undgleichzeitigdienumerischenFehlerdieGrößenordnungder
interpoliertenWerte.
DieUrsachediesesVerhaltensrührtdaher,dassdieMatrix,diefürdieZeitintegration
invertiertwerdenmuss,schlechtkonditioniertist,alsoinihrundihrerInversensehrgroße
undsehrkleineWerte(diealsogroßeUnterschiedeinihrerGrößenordnunghaben)auf-
tauchen.BeiRechenoperationenmitZahlenmitstarkunterschiedlicherGrößenordnung
entstehenalerdingsgroßenumerischeFehler,wasdenbeobachtetenEﬀekterklärt.
Daesebendiese Matrixinversionist,dieauchgleichzeitigdieBenutzunggrößerer
Punktmengenstarkerschwert,wurdeeineVarianteentwickelt,dieIntegrationsmethodefür
kleinste-Quadrate-Interpolationensoumzuformulieren,dassdieseOperationvermieden
wird.
In[69]wurdedieDiﬀerenzzwischenPunktwertundinterpoliertem Wertals Maßfür
dielokaleQualitätderInterpolationherangezogen.Daesalerdingsbeidenkleinste-
Quadrate-MethodendiePunktwertesind,dieweitvonder(korrekten)Interpolationab-
weichen,wirdindervereinfachtenKolokationnichtdieInterpolationverändert,sondern
diePunktewerte.UnterderAnnahme,dassdiePunktwertenichtstarkﬂuktuieren,sondern
einhinreichendglatesFeldergeben,kanndavonausgegangenwerden,dassdie Werte
desinterpoliertenFeldeszumindestnahebeidenPunktwertensind.Andersausgedrückt:
WennmandiePunktwertedurchdie WertedesinterpoliertenFeldesersetzt,soergibt
sicheinneuesinterpoliertesFeld,welchesnurschwachvomvorherigeninterpoliertenFeld
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Abbildung4.3.:EntwicklungdesmitlerenquadratischenFehlerswährendder
SimulationmitunterschiedlichenVerfahren:DAMundGWQmitvereinfach-
terKolokationundunterschiedlichen WertendesGlätungsparametersη,
RBFmitklassischerKolokation.
abweicht:
ui≈C(⃗xi) (4.3)
DannkannmandieKolokationsgleichung(B.52)(SieheB.4.3)umschreibenzu
ut+Δt=(DΔt(ΔΦ)+)ut (4.4)
Dieskannsointerpretiertwerden,dassdiePunktewertedietatsächlichenKonzentrationen
angeben,derenzweiteAbleitunglediglichdurchdieInterpolationbestimmtwird.Unter
derAnnahme,dassdasinterpolierteFeldimmerglaterseinwirdalsdiePunktwerte,kann
dasFeldauchnochgeglätetwerden,indemderPunktwertimnächstenZeitschritausdem
interpoliertenKonzentrationswertundseinerAbleitungindiesemZeitschritberechnet
wird:
ut+Δt=(DΔt(ΔΦ)+Φ)ut (4.5)
DiesresultiertineinerweiterenGlätungderLösung,dienundurchdiePunktwertedar-
gesteltwird.DieStärkedieserGlätungkanndurchEinführungeinesParametersηeinge-
steltwerden:
ut+Δt=(DΔt(ΔΦ)+ηΦ+(1–η))ut (4.6)
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Diesbedeutet,dassderZustandalerPunkteimnächstenSchritdurchdieMultiplikation
derMatrix
U=DΔt(ΔΦ)+ηΦ+(1–η) (4.7)
mitdemaktuelenZustandberechnetwird.Die MatrixU steltalsodenZeitschrit-
Operatordar.
SowohlfürGWQalsauchfürDAMwurdendieseVariantenimplementiertundamoben
beschriebenenTestfaluntersucht,diesmalmiteinemvergrößertenZeitschritvonΔt=
10–5.DieEntwicklungdesmitlerenquadratischenFehlersfürvereinfachteKolokation
(η=0),volständigeGlätung(η=1)undpartieleGlätung(η=0,1)istinAbbildung4.3
gezeigt.Esistzusehen,dassdieSimulationenüberlangeZeiträumestabillaufenundnur
nochschwachesFehlerwachstum(∝t3/4)auftrit.OhneGlätungdivergiertlediglichdie
GWQ-MethodemitvereinfachterKolokationbeigroßenZeitschriten,währenddiesmit
Glätungnichtmehrauftrit.BeipartielerGlätungistdasFehlerniveauderuntersuchten
Variantenamgeringsten.DasVerhaltenistbeipartielerGlätungsogarbesseralsdas
derRBFmitkleineremZeitschrit.ZusätzlichzurTatsache,dassDAMeinengeringeren
RechenaufwandalsGWQerfordert,liefertsieaucheinkonsistentniedrigeresFehlerniveau.
FürdasErstarrungsmodelwurdedaherdielokaleDAMmitvereinfachterKolokationmit
Glätungsparameterimplementiert.
AufgrundderRepräsentationdesRaumesdurchPunktestatdurchElementelassensich
klassischePartikelverfahrenzurGrenzﬂächendarstelungnurineingeschränkterWeisefür
giterloseMethodenanwenden,davieleEigenschaftenklassischerPartikelmethodendirekt
mitderzugrundeliegendenAufteilungdesRaumeszusammenhängen.
SolässtsichbeiVorhandenseineinesElementgitersaufwandsarmprüfen,wodieGrenz-
ﬂächeinBeziehungzueinembestimmtenPunktliegt:EntwederdieGrenzﬂächehata)
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dessenElementnochnichtberührtoderb)schonvolständigdurchquert,oderc)seinEle-
mentbeinhaltetPartikel,dieGrenzﬂächebeﬁndetsichalsoinnerhalbdessen.Indiesem
Fal mussdieGrenzﬂächelediglichlokalausdem/denPartikel/ndesElementesundge-
gebenenfalsdessenNachbarnkonstruiertwerden.BeieinergiterlosenMethodeistsolch
eineinfacherTestnichtmöglich.
DurchdasVorhandenseinderElementeunddasWissenihrerräumlichenBeziehungen
zueinanderlässtsichbeiklassischenMethodenauchdierelativeAnordnungderPartikel
untereinanderaufwandsarmbestimmen,dasieanhandihrerLageineinembestimmten
ElementschoneinegrobeOrdnungbesitzen.DamitwirdbeispielsweiseeineDurchnum-
merierungderGrenzﬂächenpartikelermöglicht,waseinfacheVerfahrenzurBestimmung
derGrenzﬂächengeometrieund-topologieermöglicht.EinesolcheOrdnungistbeigiter-
losenMethodennurmitgroßemAufwandzuerzielen.
ImGegenzugbietetalerdingsdiePartikel-RepräsentationderGrenzﬂächeaufGrund-
lageeinergiterlosenRepräsentationdesRaumesdieMöglichkeit,diePartikeldirektan
derLösungderzugrundeliegendenpartielenDiﬀerentialgleichungteilhabenzulassen.
WährendbeiklassischenMethodendafürzusätzlicheExtrapolations-bzw.Interpolations-
schritefürdieEinbeziehungderGiterpunkteindieLösungderDiﬀerentialgleichung,
bzw.zurBerechnungdesFeldesamOrtderPartikelnotwendigsind,kannbeigiterlosen
MethodendieselbeInterpolationsmethodefürPartikelundDomänenpunkteangewandt
werden.FürdiezweivorhergenanntenProblemstelungenmusstenjedochimRahmen
dieserArbeitneueLösungengefundenwerden.
AlsGrundkonzeptwurdeeinAnsatzähnlichdemvonLaRoccaundPower[84]gewählt:
Esgibteinerseitseine MengeanstationärenPunkten,diedieDomänerepräsentieren
(nun“Giterpunkte”genannt),andererseitseineMengeansichbewegendenPunkten(im
Weiteren“Partikel”genannt)welchediefest-ﬂüssig-Grenzﬂächedarstelen.ImGegensatz
zu[84]solalerdingsauchunterschiedenwerdenkönnen,zuwelcherPhaseeingegebener
Giterpunktgehört.
Umdieszuerreichen,werdendieGrenzﬂächenpartikelnichtfreiaufderGrenzﬂäche
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a) b) c)
Abbildung4.4.:Partikelkonzept:a)ZwischenjedemPunktunddessenNach-
barnunterschiedlicherPhasenzugehörigkeit(rot,blau)beﬁndetsichgenauein
Partikel(schwarz).b)FürdieInterpolationsberechnungenandiesemPunkt
nehmendessenNachbarnmitandererPhasenzugehörigkeit(oﬀen)nichtteil.
StatdessennehmenalePartikel,diezuPunktpaareninseinerNachbarschaft
gehörenteil.c)AndenInterpolationsrechnungenaneinemPartikelnehmen
alePunkteausderNachbarschaftseinerbeiderzugehörigenPunkteteil,
ebensowiealePartikel,diesichzwischenPunktpaarenausdieserkombi-
niertenNachbarschaftbeﬁnden.
verteilt.StatdessensindjedemPartikelzweibenachbarteGiterpunkteunterschiedlicher
Phasenzugehörigkeitzugeordnet.DabeigeltenzweiGiterpunktegenaudannalsbenach-
bart,wennsiegegenseitigEinﬂussaufihrejeweiligeInterpolationnehmen,d.h.ihrAb-
standkleineralsR0ist.UmgekehrtexistiertzwischenjedembenachbartenGiterpunktpaar
unterschiedlicherPhasenzugehörigkeiteinPartikel(sieheAbbildung4.4a).DieBewegung
diesesPartikelsistaufdieGeradedurchdiesebeidenPunktenbeschränkt.
Aufdiese Weiselässtsichunmitelbarfeststelen,wanndieGrenzﬂächeeinenGiter-
punktpassierthatunddieserseinePhasenzugehörigkeitändert.Gleichzeitigexistiert
alerdingskeineglobaleOrdnungund“Buchhaltung”derPartikel,sodassaleNachbar-
schaftsbeziehungenunterdenPartikelnüberderenzugehörigeKnotenundderenNach-
barschaftendeﬁniertwerdenmüssen.
BeﬁndetsichdieGrenzﬂächeinderNäheeinesGiterpunktes,somussdieserUmstand
beiderInterpolationdesKonzentrationsfeldesberücksichtigtwerden.FürdieBerechnung
andenGiterpunktenhatdieszweiEﬀekte(Abbildung4.4b):
1.ZueinemGiterpunktbenachbarteGiterpunkte,diezuranderenPha-
segehören,nehmennichtanderInterpolationandessenOrtteil.
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2.DieGrenzﬂächenimmtüberdiePartikelanderInterpolationteil.
DafürwerdenaljenePartikelverwendetdiezusolchenPunktpaa-
rengehören,derenbeiderPunkteinnerhalbderNachbarschaftder
gegenwärtigenInterpolationliegen.
ZurBerechnungderAbleitungenanderGrenzﬂäche,diefürdieBerechnungderenGe-
schwindigkeitbenötigtwerden(Gleichung(3.2),wirdanjedemPartikelfürjedederzwei
angrenzendenPhaseneineInterpolationdurchgeführt.AndiesennehmenaleGiterpunk-
tederjeweiligenPhaseinderUmgebungdesPartikelssowiealebenachbartenPartikel
teil.Die MengederteilnehmendenGiterpunkteistdabeidieVereinigungderbeiden
NachbarschaftenderzudemPartikelzugehörigenPunkte.DieMengederteilnehmenden
PartikelistdieMengealerPartikel,derenzugehörigeGiterpunktezudieservereinigten
Nachbarschaftgehören(Abbildung4.4c).
b)
a)
y'
x'
n
n
Abbildung4.5.: Bestimmungder Grenz-
ﬂächengeometrie.a)DieNormalenrich-
tung(rot)wirdmitelseinerNäherungmit
gewichtetenkleinstenAbstandsquadraten
bestimmt.b)DietatsächlicheGeometrie
derGrenzﬂächewirdüberdieAnpassung
einesPolynomszweiterOrdnung(grün)
imKoordinatensystemderNormalenbe-
stimmt.
DieGrenzﬂächengeometriewirdineinemZwei-
schritverfahrennach[93]berechnet,welches
unabhängigvonderAusrichtungderGrenzﬂä-
chezumKoordinatensystemist.FürdieBerech-
nungderGeometrieaneinemPartikelwerden
alePartikeleinbezogen,dieauchfürdieIn-
terpolationdesKonzentrationsfeldesandiesem
Partikelherangezogenwurden(s.o.).
ImerstenSchrit wirddie Normalenrich-
tungderGrenzﬂächedurcheineNäherungmit
gewichtetenkleinstenAbstandsquadratenbe-
stimmt:EswirddiejenigeGeradegesucht,zu
derdieabstandsgewichteteSummederQua-
dratederAbständederPartikelminimiertwird
(Abbildung4.5a;MathematischeBeschreibung:sieheB.2.2).ZurWichtungwirddabeidie
WichtungsfunktionderDAM-Interpolationbenutzt.DieNormalenrichtungderGrenzﬂä-
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cheandiesemPunktstehtdannsenkrechtzudieserGeraden.DerneuberechneteNor-
malenvektorwirddabeisoorientiert,dasssichdieOrientierungderGrenzﬂächenicht
verändert:
n⃗alt·⃗nneu>0 (4.8)
Diesbedeutet,dassauchneuerzeugtePartikeleinenNormalenvektorbenötigen.Dafür
mussihnenzuSimulationsbeginnjenachStartzustandeinepassendeNormalevorgege-
benwerden.NachPhasenwechseleinesPunktes(s.u.)neuerzeugtePartikelerhaltendie
NormaleeinesderdenPhasenwechselninitierendenPartikels.
ZurBerechnungderGrenzﬂächenkrümmungwirdnunimKoordinatensystemderge-
fundenenGeradenundderGrenzﬂächennormaleneineklassischegewichtetekleinste-
Quadrate-Anpassung(sieheB.2.1)füreineParabel,diedenPartikelschneidet,durchge-
führt(Abbildung4.5b).AlsGrenzﬂächenkrümmungwirddanndieKrümmungderange-
passtenParabelamOrtdesPartikelsangenommen.
v t⋅Δ
x
x
l
i
j
i,j
Abbildung4.6.: Be-
wegungderGrenz-
ﬂäche durch Ver-
änderungderPar-
tikelposition(siehe
Text)
DieGrenzﬂächebewegtsichimmerinihreNormalenrichtung.Diese
stimmtimAlgemeinennichtmitdemBewegungspfaddesPartikels
überein,welcherjadurchdessenzweiGiterpunktevorgegebenist.
UmdieneuePositiondesPartikelsaufseinemBewegungspfadzu
bestimmen,wirddaherdieinAbschnit4.2.4bestimmteParabel,
umdenVerschiebungsvektor⃗vΔtverschobenundderSchnitpunkt
zwischendieserverschobenenParabelunddemBewegungspfaddes
Partikelsbestimmt(sieheAbbildung4.6).VondenimAlgemeinen
zweiSchnitpunktenwirddannderjenigeausgewählt,dernäherandervorherigenPosition
liegt.
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a) b)
Abbildung4.7.:ÄnderungderPhasen-
zugehörigkeiteinesPunktes:Bewegt
sicheinPartikelübereinenseiner
Punktehinaus(a),soverändertdieser
seinePhasenzugehörigkeitundeswer-
denneuePartikelerzeugt(b).
BewegtsicheinPartikeldurchdieBewegungauf
derGeradendurchseinezweizugehörigenPunk-
teübereinenderbeidenPunktehinaus,sowech-
seltdieserseinePhasenzugehörigkeit.AleParti-
kel,diedemüberschritenenPunktbisdahinzu-
geordnetwaren,werdengelöscht.Gleichzeitigwer-
denneuePartikelzwischenihmunddenjenigen
seinerNachbarnerzeugt,dienuneinevonihm
unterschiedlichePhasenzugehörigkeithaben.Die
PositionendieserneuenPartikelwerdendurchden
SchnitpunktihrerBewegungspfademitderGrenzﬂächenparabeldesauslösendenPunktes
berechnet(sieheAbbildung4.7).ExistierenmehrereauslösendePunkte,sowirddafüraus
derenGrenzﬂächenparabelnzufäligeineausgewählt.
DurchdiefestgelegtenBewegungspfadederPartikelbesitztdieGrenzﬂächeeineungleich-
mäßigePartikeldichteentlangihresPfades.KommtzumBeispieldieGrenzﬂächeeinem
Giterpunktsehrnah,sosindauchzwingenddiezudiesemGiterpunktgehörendenParti-
kelsehrnahbeidiesem,unddamitauchnahebeieinander.EineschwankendePunktdichte
hatalerdingsgleichzeitigeinennegativenEinﬂussaufdieinderDiﬀusions-undGeome-
trieberechnungdurchgeführtenkleinste-Quadrate-Anpassungen,dadadurchverschiedene
StelenderGrenzﬂächeverschiedenstarkgewichtetwerden.Dieshatinsbesondereeinen
EinﬂussaufdieSimulationinstabilerGrenzﬂächen,dabeidieserdieKrümmungeine
bedeutendeRolespielt.DaherwurdebeidenSimulationeninstabilerGrenzﬂächeneine
Dichtewichtungimplementiert.
DabeiwirdinjedemSchritzujedemPartikelundPunkteineObjektdichtebestimmt.
ZudiesemZweckwirdumjedenPunktundPartikelinderDomäneeinezweidimensionale
Glockenkurvee–x
2+y2
2σ2 miteinerStandardabweichungvonσ=Δd8 gelegtundderenWerteam
74
4.2.RepräsentationderGrenzﬂächedurchPartikel
OrtderDichteberechnungaddiert.Inalenkleinste-Quadrate-Berechnungenwirddann
zusätzlichzur WichtungsfunktionnochmitderreziprokenObjektdichteanderenOrt
gewichtet.
EinebeispielhafteAuswertungeinerSimulationeinerinstabilenGrenzﬂächeimspäten
Stadiummitknapp180000aktivenPartikelnergabsichfürdieObjektdichteeineloga-
rithmischeNormalverteilungmiteinemMaximumvon17,13,einemErwartungswertvon
18,16undeinerStandardabweichungvon5,30.
DemgesamtenbishierherbeschriebenenAlgorithmusliegtdieAnnahmezugrunde,dass
sichbenachbartePartikelnahebeieinanderbeﬁndenundeinezusammenhängendeGrenz-
ﬂächemarkieren.AufgrunddernichtvorhandenendirektenVerwaltungderPartikelist
jedochnichtdeﬁnitivfestzustelen,wanndiedurchdiePartikelgebildeteGrenzﬂächeih-
reGlatheitverliert.DaherwurdenKriteriengesucht,dieinsbesondereeinzelnstehende
Partikelidentiﬁzierensolen.DieseKriteriensind:
1. WährendderGeometrieberechnungwirdfestgestelt,dasssichzuwe-
nigePartikel(<5)inderdirektenNachbarschaftdesPartikelsbeﬁnden
2.Diekleinste-Quadrate-AnpassungfürdieGeometrieberechnungschlägt
fehl.DiesgehtmeistmitdererstenBedingungeinher.
3.BeiderPartikelbewegungbzw.GlätungdessenPositionkannkein
SchnitpunktzwischenParabelundBewegungspfadgefundenwerden,
oderdieSchnitpunktesindbeideunrealistischweitvonseinergegen-
wärtigenPositionentfernt.
ErfülteinPartikeleinesdieserKriterien,sowirdesdeaktiviert.EinweiteresKriterium
dientderVorbeugungvonFehlernbeiderGrenzﬂächenbewegung:NimmtderBewegungs-
pfaddesPartikelseinenzugroßenWinkel(>75◦)zurGrenzﬂächennormalenein,sowird
esebenfalsdeaktiviert.
DeaktiviertePartikelnehmenankeinerBerechnungmehrteil,siesindgleichsamun-
sichtbarfüraleanderenPartikelundGiterpunkte.Änderteinerderbeideneinemde-
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aktiviertenPartikelzugeordnetenGiterpunkteseinenZustand,sowirddasdeaktivierte
PartikelzusammenmitalenanderenzudiesemPunktgehörendenPartikelngelöscht.
DerNachbarschaftsradiuswurdesogewählt,dassdiegiterlosekleinste-Quadrate-Inter-
polationgarantiertlösbarist.DiesistdannderFal,wennEckpunktemindestensfünf
Nachbarnbesitzen.BeigleichemRadiusderNachbarschaftbedeutetdas,dassPunktein
derDomänemindestens20Nachbarnbesitzen.DieswarfürgrobeGiterbeieinemRa-
diusderNachbarschaftvon5ΔdderFal.BeidiesemunterschritdieZahlderNachbarn
vonDomänenpunktenniedie20,währenddiemitlereNachbarzahlimBereichder30
lag.FürvoleGitermitdemselbenNachbarradiuslagdieAnzahlderNachbarnimMitel
bei50.
VorläuﬁgeTestreihenzeigten,dassdasModelungefährbiszueinerGrößedesZeit-
schritsvonΔd2/4Dstabilwar.FürdieKonvergenzuntersuchung(siehenächsterAb-
schnit)wurdeeinZeitschritvonΔd2/40Dgewählt,füraleanderenSimulationenΔd2/4D.
UmdieKonvergenzeigenschaftenderSimulationmitDAM-Interpolationundexpliziter
Zeit-vorwärts-Integrationzuuntersuchen,wurdeeinzweidimensionalesDiﬀusionsproblem
simuliert,fürdaseineanalytischeLösungbekanntist.
SimuliertwurdeeinzeitlicherAusschnitdesProzessesderDissipationeinesWärmeim-
pulses:ZurZeitt=0wirdeinδ-förmigerPulsindieMitederquadratischenDomäne
miteinerSeitenlängevoneinseingebracht.DieserbeginntmitfortlaufenderZeit,sich
nachderWärmeleitungsgleichungzuverbreitern.DieanalytischeLösungdiesesProblems
wurdederLiteraturentnommen[90,94].
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Abbildung4.8.:KonvergenzverhaltenanhanddesmitlerenquadratischenFeh-
lersL2(oben)sowiedesmaximalenFehlersL∞ (unten)inAbhängigkeitvon
derPunktdichteρfürDAMmitunterschiedlichenGlätungsparameternη
sowiefürFDM.
DieTemperaturleitfähigkeitwurdeeinheitenlosaufeinsfestgelegt.AlsStartzustandder
SimulationwurdedieanalytischeLösungzurZeitt0=0,01gewählt.Danachwurdedie
Entwicklungdes WärmepulsesbiszurZeitte=0,01simuliertunddasErgebnismit
deranalytischenLösungTa(⃗x,t)verglichen.Diesewirddurcheineunendliche,alerdings
exponentielabfalendeunddamitraschkonvergierendeSummebeschrieben.Indiesem
ModelwurdedieseSummeimBereichvonn=–100...100berechnet.
MitelsderanalytischenLösungwurdendannsowohldermitlerequadratischeFehler
L2=
√
1
N
∑N
i=1(Ti–Ta(⃗xi,te)2alsauchdermaximaleFehlerL∞ =maxi=1..N|Ti–Ta(⃗xi,te)|
überaleGiterpunktebestimmt.FürdieSimulationkamengrobeGiterzumEinsatz.Zum
VergleichwurdedasDiﬀusionsproblemebenfalsmiteinerFD-Methode(aufGrundlage
deszeluläreAutomaten-Models)simuliert.
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Fürverschiedene WertedesGlätungsparametersηwurdedasKonvergenzverhaltender
MethodebeiZunahmederPunktdichteuntersucht(Abbildung4.8).BeiGlätungsparame-
terngrößerNulzeigtesicheinequadratischeAbnahmedesFehlersmitderVerringerung
derLängenskalaimgesamtenbetrachtetenBereich.OhneGlätungfolgtderFehlerdiesem
TrendlediglichbeigeringenPunktdichten,währenderzuhohenPunktdichtenhinwieder
starkansteigt.DieFDMzeigtehingegenKonvergenzverhaltenersterOrdnung.
Abbildung4.9.:Entwicklungdesmaxima-
lenFehlersimLaufderSimulation(ρ=
104)beiunterschiedlichenGlätungspara-
meternη.
InAbbildung4.9istdieEntwicklungdesma-
ximalenFehlersimLaufeeinerSimulationan-
handdreierZeitpunktegezeigt.Eszeigtsich,
dassohneeineGlätungderFehlerderSi-
mulationexponentiel wächst,währenderun-
terBenutzungderGlätungeineSätigunger-
reicht. Wieauchschonbeidemeindimensio-
nalenTestproblemzeigtsichdasFehlerniveau
beieinernurteilweisenGlätungamniedrigs-
ten.AufGrundlagederindiesemAbschnitgesammeltenErkenntnissewurdedaherin
denweiterenSimulationenausschließlichmitη=0,1gearbeitet.
ZurUntersuchungderQualitätderKopplungderGrenzﬂächenbewegungandasKon-
zentrationsfeldwurdedasProblemdergerichtetenErstarrungsimuliert.Dabeiwirdeine
ProbeauseinerﬂüssigenbinärenLegierungmitderAusgangskonzentrationC0voneiner
Seiteherabgekühlt,sodassdieSchmelzevondieserSeiteausgehendgerichteterstarrt.
DieseAbkühlungkanndurcheinenkonstantenTemperaturgradientendT/dx,dessenIso-
thermensichmitkonstanterGeschwindigkeitvdurchdenTiegelbewegen,beschrieben
werden.DerresultierendeErstarrungsprozesskannimAlgemeinenalsausdreiAbschnit-
tenbestehendbeschriebenwerden:
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1.DerAnfangsbereich,inwelchemderFestkörperzunächstmiteiner
KonzentrationkC0(mitdemVerteilungskoeﬃzientenk<1,ohneBe-
schränkungderAlgemeinheit)erstarrtunddieerstarrendeKonzen-
trationmitderZeitbisaufC0ansteigt.
2.DerstationäreZustand,inwelchemdieerstarrendeKonzentrationC0
beträgtundsichdiefest-ﬂüssig-GrenzﬂächemitderselbenGeschwin-
digkeitdurchdenTiegelbewegtwiedieIsothermendesTemperatur-
gradienten.
3.DerﬁnaleBereich,inwelchemdasKonzentrationsfeldderErstar-
rungsfrontdurchdasProbenendebeeinﬂusstwirdunddieerstarrende
Konzentrationwiedersteigt.
UnterdenAnnahmen,dassa)dieDiﬀusionindererstarrtenPhasevernachlässigtwer-
denkann,b)diefest-ﬂüssig-GrenzﬂächeebenundimthermodynamischenGleichgewicht
ist,sowiec)derDiﬀusionskoeﬃzientDlinderﬂüssigenPhaseundd)derVerteilungskoef-
ﬁzientk=C∗s/C∗ljeweilskonstant,alsotemperatur-undkonzentrationsunabhängigsind,
könnendieresultierendeKonzentrationsverteilungimerstarrtenFestkörperamAnfang
bzw.imﬁnalenBereich[95]sowiederKonzentrationsverlaufinderﬂüssigenPhasevor
derGrenzﬂächeimBereichdesstationärenZustandes[96]analytischbeschriebenwerden.
DieSimulationwurdeaufeinemgrobenGitermiteinerdimensionslosenLängevon3in
ErstarrungsrichtungsowieeinerAusdehnungvon0,1senkrechtdazusimuliert.DerMin-
destabstandderPunktebetrug0,002,wasineinerPunktdichtevon105unddamiteiner
Gesamtmengevon30000Punktenentspricht.DieRandbedingungenwarenperiodischan
denlangenSeiten,sowievomNeumann-TypmitFlussNulandenkurzenSeiten.AlsMo-
delsystemkamAluminium-KupfermiteinerAusgangskonzentrationvonC0=2Gew%und
einemlinearisiertenPhasendiagrammmitdemVerteilungskoeﬃzientenk=0,14zurAn-
wendung.DerDiﬀusionskoeﬃzientimFlüssigenwurdedimensionsloszueinsgesetzt.Der
TemperaturgradientwardT/dx=3,1304Kundbewegtesichmiteinerdimensionslosen
Geschwindigkeitvon20.
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Abbildung4.10.:ErgebnissederSimulationgerichteterErstarrung:Oben:Lin-
keAchse.SimulierteKonzentrationsverteilungdererstarrtenDomäne(rot)im
VergleichmitderanalytischenLösungCas(grün);RechteAchse:VergleichdersimuliertenGeschwindigkeitderGrenzﬂäche(oﬀeneSymbole)imVergleichmit
derGeschwindigkeitdesTemperaturgradientenvG(gestrichelt);unten:simu-
lierteKonzentrationsverteilunginderSchmelze(blau)vorderGrenzﬂäche
währenddesstationärenZustandesimVergleichmitderanalytischenLö-
sung(grün).DergelbePunktmarkiertdieGrenzﬂächenkonzentration
BeiRandpunktenmitNeumann-RandbedingungenmussdasKonzentrationsfeldamRand
nebenderDiﬀusionsgleichungaucheineDiﬀerentialgleichungfürdieRandbedingung
erfülen:
n⃗·⃗∇C
N
=q (4.9)
Hieristn⃗dielokaleNormalenrichtungdesDomänenrandesundqeineFunktiondesOr-
tesundderZeit,diedieRandbedingungbeschreibt.IndieTangentialrichtungmussdas
KonzentrationsfeldjedochdieDiﬀusionsgleichungerfülen.UmdiesebeidenDiﬀerential-
gleichungenerfülenzukönnen,wurdeindieserArbeiteinneuerAnsatzentwickelt:Dazu
wurdenandenRandpunktendielinearenTermederverwendetenmonomischenBasis
derdiﬀusenApproximationsoverändert,dassdieRandbedingungimmererfültist:Wird
diekleinste-Quadrate-AnpassungderdiﬀusenApproximationimlokalenKoordinatensys-
temdesPunkteskonstruiert,gehenindenGradientenlediglichdieKoeﬃzientenzuden
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linearenmonomischenBasisfunktionenein.DaherwurdenanstatdereigentlichenBasis-
funktionenxundydielinearenBasisfunktionenimSystemderNormalenrichtungnxx+ny
undnyx–nxygewählt.DerParameterfürdieersteBasisfunktionwirdaufqfestgelegtund
lediglichderParameterfürdiezweiteBasisfunktion,welcherdiefreieKomponentetan-
gentialzumDomänenrandbeschreibt,inderdiﬀusenApproximationangepasst.Dannist
dieRandbedingungunabhängigvondenangepasstenParameternimmererfült.
DerVergleichderSimulationsergebnissemitdenverfügbarenanalytischenLösungenist
inAbbildung4.10gezeigt.EszeigtsicheineguteÜbereinstimmungdersimuliertenKon-
zentrationsproﬁlemitdenanalytischenLösungen.GeringeAbweichungentretenlediglich
imBereichdesﬁnalenÜbergangsauf.
ZurUntersuchungderQualitätderSimulationstabilergekrümmterGrenzﬂächenwur-
dedienachinnengerichteteErstarrungineinerquadratischenFormsimuliert.Diese
istzuBeginnmiteinerFlüssigkeitanderenSchmelzpunktgefült,währenddieRänder
derFormeinekonstanteTemperaturunterhalbdesSchmelzpunktesbesitzen.DiesesPro-
blembesitztkeineanalytischeLösung,wurdejedochmehrfachinderLiteratursimuliert.
DieersteLösungerfolgtemiteinerRelaxationsmethode[97],späterwurdenz.B.auch
Randelement-[98,99]undFinite-Elemente-Methoden[100]angewendet.DieParameter
desProblemswurden[100]entnommen.DerParameterdesverwendetengrobenGiters
warΔd=3,162·10–3,waseinemGitermit40000Punktenentspricht.
UmeinenhinreichendstetigenStartzustandfürdieSimulationzuerhalten,wurdediese
mitderanalytischenLösungfürdasseminﬁniteProblem[101](eineoﬀeneEckestateines
quadratischengeschlossenenBehälters)initialisiert.DessenZeitparameterwurdedabeiso
gewählt,dassdieGrenzﬂächeeinenAbstandvon0,1unddamitmindestensdreiNachbar-
81
4.“MeshlessFrontTracking”
Abbildung4.11.:PositionderGrenzﬂächeentlangzweierverschiedenerAdia-
baten.Links:Adiabatex=y(sieheeingebeteteSchemata),rechts:Adiabate
y=0,5,jeweilsimVergleichmitdenErgebnissenaus[100](FEM)und[99]
(DRBEM).
schaftsradienzurDomänenwandbesaß.
Abbildung4.12.:VerlaufderGrenzﬂächezu
verschiedenenZeitpunktenimVergleich
mitdenErgebnissenaus[99].
DersimulierteVerlaufderGrenzﬂächenzuver-
schiedenenZeitenistinAbbildung4.12darge-
stelt.Des WeiterenistinAbbildung4.1 die
Grenzﬂächenpositionentlangderadiabatischen
Symmetrielinienx=yundy=0,5imVerlauf
derZeitgezeigt. Währendsichinsgesamteine
guteÜbereinstimmungmitdenpubliziertenEr-
gebnissenzeigt,weistdiegiterloseMethodein
spätenStadienmitstarkgekrümmterGrenzﬂä-
chesogarimVergleichzuFEMeinebessere
QualitätderGrenzﬂächenrepräsentationauf.
DieErstarrunginstabilerGrenzﬂächenwurdeanhanddesProblemsdendritischerErstar-
rungineinerunterkühltenSchmelzesimuliert.AlsModelsystemwurdewiederumeine
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20
µ m
R0= 0,25 µm R0= 0,1 µm
Abbildung4.13.:SimuliertedendritischeErstarrungbeieinerUnterkühlung
von8KmitunterschiedlichemAuﬂösungsvermögen(R0:RadiusderInterpo-
lationsdomäne);ErstergezeigterZustandistderStartkeimmitRadius2R0,
darauffolgendeZuständesindimAbstandvon0,3msgezeigt.
niedriglegierteAluminium-Kupfer-SchmelzemitlinearisiertemPhasendiagrammgewählt.
DieSchmelztemperaturreinenAluminiumsbeträgt933,47K,derAnstiegderLiquidus-
liniem =–2.6K/Gew%undderVerteilungskoeﬃzientk=0,14.DieDiﬀusionskoeﬃ-
zientenvonKupferinAluminiumbetragenDl=3,0·10–9m2/sinderSchmelzesowie
Ds=3,0·10–13m2/simFestkörper.FürdieSimulationinstabilerGrenzﬂächenwurdenaus-
schließlichvoleGitereingesetzt.
IneineSchmelzemiteinerKupferkonzentrationvon2,104Gew%(Gleichgewichtskon-
zentrationeinerplanenGrenzﬂächebei928K)wurdeeinkreisförmigerKeimeingesetzt.
DanachwurdediegesamteDomäneinstantanaufeinevorgegebeneTemperaturabgekühlt.
DadasgiterloseInterpolationsverfahrenunstetigeKonzentrationsfeldernurmitgroßen
Fehlerninterpolierenkann,wurdeeinstetigerÜbergangzwischenderKonzentrationin
derSchmelzeundderGrenzﬂächenkonzentrationdesKeims(Gleichgewichtskonzentration
beidergegebenenUnterkühlung)aufeinerhinreichendkleinenLängenskala(5R0=25Δd)
eingesetzt.
DasFrühstadiumdesWachstumseinesgleichachsigenDendritenineineSchmelzevon8K
wurdemitzweiverschiedenenGiterauﬂösungensimuliert.DabeibetrugendieMindestab-
ständeΔdderPunkte0,02µmund0,05µm,waseinemNachbarschaftsradiusR0,welcher
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50
µ m
RKeim= 1 µmRKeim= 0,5 µm
Abbildung4.14.:SimuliertedendritischeErstarrungbeieinerUnterkühlung
von8KbeieinerkonstantenGiterauﬂösungR0=0,25µmmitunterschied-
lichemKeimradiusRKeim(erstergezeigterZustand).ZeitlicherAbstandder
Zustände1,2ms.
dieOrtsauﬂösungderMethodeangibt,von0,1µmund0,25µmentspricht.DerRadiusdes
Startkeimsbetrugjeweils2R0.
ErgebnissedieserSimulationensindinAbbildung4.13gezeigt.MitbeidenGiterauﬂö-
sungenkanndasinstabilwerdenderGrenzﬂächebeobachtetwerden.Alerdingszeigtsich
beiderhöherenGiterauﬂösungeineetwasschnelereWachstumsgeschwindigkeit,diemit
einemfrüheremInstabilwerdenderGrenzﬂächeeinhergeht.Währendsichbeidergroben
AuﬂösunggeradeerstPrimärarmeausbilden,erscheinenbeiderfeinenGiterauﬂösung
bereitsSekundärarme.DiesetretensehrfrühandenFlankenderPrimärspitzenaufund
wachsenin⟨1⟩-Richtungen.
MitdergröberenAuﬂösungvonR0=0,25µmwurdengleichachsigeDendritenmitunter-
schiedlichemKeimradiussimuliert.DieErgebnissedieserSimulationensindinAbbildung
4.14gezeigt.DieSimulationmiteinemKeimradiusvon0,5µmsteltdabeieineFortführung
derSimulationinAbbildung4.13(rechts)dar.Esistzusehen,dassauchdieseSimulation
nachdemInstabilwerdenderGrenzﬂächevierzähligePrimärarmemitSekundärarmenin
⟨1⟩-Richtungenausbildet.BeiderSimulationmitdemgrößerenKeimbildensichhinge-
genzunächstkeinePrimärarmemitdaraushervorgehendenSekundärarmen.Statdessen
entstehenkleinerePrimärarmein⟨1⟩-Richtungen,nochbevordieGrenzﬂächeeinekon-
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Abbildung4.15.: Gleichgewichts-Wachstumsgeschwindigkeitenund-Radien
fürunterschiedlicheUnterkühlungenundGiterauﬂösungenimVergleichmit
demanalytischenModel[21](durchgezogen).
kaveFormannehmenkann.
200 µm
R= 1 µm0
Abbildung4.16.:Simuliertesdendri-
tisches WachstumbeieinerUnter-
kühlungvon4K,abgebildeteZu-
ständeimzeitlichenAbstandvon
60ms.
EswurdeeineweitereSimulationmiteinergerin-
gerenUnterkühlungvon4Kdurchgeführt.DerMin-
destabstandderGiterpunktebetrugbeidieserSimu-
lation0,2µm,entsprechendeinemNachbarschaftsra-
diusvon1µm.DerStartkeimbesaßebenfalseinen
Radiusvon1µm.DerWachstumsverlaufistinAbbil-
dung4.16gezeigt.AuchbeidieserSimulationtreten
andenSeitenderPrimärarmewiederSekundärarme
in⟨1⟩-Richtungenauf.
VondieserSimulation,sowievondenbeiden8K-
SimulationmitGiterauﬂösungenR0=0,5µmund
0,25µmwurdendieGleichgewichtsgeschwindigkeiten
sowiederKrümmungsradiusdervierSpitzenimVer-
laufderSimulationzuausgewähltenZeitpunktenausgewertet.DainsbesonderedieSpit-
zenradienimVerlaufderSimulationgrößereSchwankungenaufwiesenwurdederVerlauf
derRadienundderGeschwindigkeitenwährendderdurcheineexponentieleFunktion
a0+a1ea2tangepasst(mita2<0).InAbbildung4.15sinddieAsymptotena0dieserange-
passtenFunktiongezeigt.DerFehlerwurdeanhandderQualitätderAnpassungbeiden
Geschwindigkeitenzu10%geschätzt,beidenRadienzu20%.
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BeimVergleichderextrapoliertenGleichgewichtswertemitdemanalytischenModel[21]
(Abbildung4.15)zeigtsich,dasstrotzrechtguterÜbereinstimmungbeimSpitzenradius
diesimulierte WachstumsgeschwindigkeitkonsequentknappeinehalbeGrößenordnung
unterhalbderanalytischenliegt.Beiden8K-SimulationenzeigtdieSimulationmitgrö-
beremGitereinebessereAnpassungdesSpitzenradiusandasanalytischeModelals
dieSimulationmitfeineremGiter.ImGegenzugistbeiletztererdieAbweichunginder
Geschwindigkeitetwasgeringer.
ObwohlimTestfaldereindimensionalenDiﬀusionaleInterpolationsverfahrenmitverein-
fachterKolokationimbetrachtetenBereichbis50000Simulationsschriteeinnurlangsam
wachsendesbzw.sogarsinkendesFehlerniveauzeigten,tratbeiderzweidimensionalen
DiﬀusionssimulationohneGlätungdennochdivergierendesVerhaltenauf.Dabeistieg
derFehlerüberdenVerlaufderSimulationexponentielan(Abbildung4.9).
DajederZeitschritimPrinzipeinerMultiplikationdesSimulationszustandesumitder
zeitlichunveränderlichen,lediglichvonderGiteranordnungabhängigenMatrixU(Glei-
chung(4.7)entspricht,somussderwachsendeFehlerausdernumerischenRepräsentation
dieserMatrixunddesZustandesherrühren:DurchdienumerischeDarstelungendlicher
GenauigkeitbesitztdienumerischeRepräsentationUrepkleineAbweichungen:
Urep=U+δU (4.10)
EinZeitschritΔtbestehtnunimWesentlichenausderMultiplikationdesZustandes
utmitU.GleichzeitigkönnenauchdieneuenPunktwerteut+Δtlediglichmiteinerendli-
chenGenauigkeitgespeichertwerden,waswiederumeinenkleinenFehlerδuterzeugt.Ein
numerischausgeführterZeitschrithatalsodieForm:
ut+Δt,rep=(U+δU)ut,(rep)+δut+Δt (4.1)
DieseGleichungbeschreibtdengesamtennumerischenZeitschritoperatorUnum.δuist
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dabeiinjedemZeitschritunterschiedlichundsehrklein.ÜberdessenAuswirkungkann
keinegesicherteAussagegetroﬀenwerden,eswirdjedochimAlgemeinen(beialenSimu-
lationsmethoden)davonausgegangen,dassdieserFehlerkleinist.DerDarstelungsfehler
derMatrixδUisthingegenkonstant.
IstnundieserRepräsentationsfehlerderMatrixgrößeralsdernumerischeFehlerδu,
sowirderinjedemZeitschriteinegleichmäßige WirkungaufdieSimulationhaben.
Dadiese WirkungmultiplikativerNaturist(erwirdmitdenPunktwertenmultipliziert),
erzeugteraufdieseWeiseeinenexponentielwachsendenSimulationsfehler.Beiwieder-
holterAnwendungdesZeitschritoperatorsäußertsichdiesesVerhaltenimErscheinen
vonMatrixproduktenUnδUmmitinjedemSchritsteigendenPotenzenn,m.DieGröße
diesesProduktesbestimmtdieStärkedesFehlers.DieEinführungeinesnichtverschwin-
dendenGlätungsparametersη(derinsbesonderedieDiagonaltermevonUbeeinﬂusst)
scheintdenWertdiesesProdukteswiederunterdieRauschschwelezusenken,sodassdas
exponentieleFehlerwachstumverschwindet.
BeiinderLiteraturverwendetenregelmäßigenPunktgitern(wiez.B.kartesischenGit-
tern)spieltdieserEﬀektkeineRole,daaleauftretendenMatrizen(Formfunktionen,Ab-
leitungen)imAlgemeineninrationalenZahlenunddamitmeistauchnumerischexakt
darstelbarsind.
FürdieräumlicheKonvergenzzeigtsichhingegenwieerwartetundinderLiteraturdo-
kumentierteinquadratischesVerhalten,wasaufdieVerwendungdermonomischenBasis
zweiterOrdnungzurückzuführenist.SelbstdieInterpolationohneGlätungzeigtdieses
VerhaltenbeigeringenPunktdichten.BeigroßenPunktdichtensinkthingegendieGröße
desZeitschrites,sodassfürdieselbeSimulationmehrZeitschritenotwendigsind,was
beisehrgroßenPunktdichtendenobendiskutiertenexponentiel mitderZeitwachsenden
Fehlerdominantwerdenlässt.
DiedurchgeführteSimulationgerichteterErstarrungbelegtdieQualitätderKopplung
derGrenzﬂächenbewegungandasKonzentrationsfeld.NebendemKonzentrationspro-
ﬁlvorderGrenzﬂächeimGleichgewichtszustandentsprichtauchdieKonzentrationdes
erstarrendenFestkörpersfastüberdiegesamteProbenlängehinwegderanalytischenLö-
sung.LediglichimﬁnalenBereichzeigensichAbweichungen,diealerdingsdurchdieein-
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schränkendenAnnahmenimanalytischenModelerklärtwerdenkönnen.Beidiesemwird
angenommen,dasssichdieGrenzﬂächemitkonstanterGeschwindigkeitdurchdiePro-
bebewegt.TatsächlichbewirktaberderAufstauanLegierungsatomenzumProbenende
hineineVerlangsamungderGrenzﬂäche.Diesführtdazu,dassderKonzentrationsgradi-
entvorderGrenzﬂächewährendderenBewegungstärkerabgebautwerdenkann,wasin
niedrigerenerstarrendenKonzentrationenresultiert.
DieSimulationnachinnengerichteterErstarrungineinerquadratischenFormbestä-
tigtdieQualitätderRepräsentationstabilerGrenzﬂächenbewegungen.Dieswirdbeim
VergleichderGrenzﬂächenformmitveröﬀentlichtenErgebnissendeutlich,ebensobeider
quantitativenAnalysederGrenzﬂächenpositionentlangderAdiabaten.Beidiesenzeigt
sichsogareineÜberlegenheitdergiterlosenMethodebeispätenZuständenmitkleinen
VoluminaanRestschmelzeunddamitstarkgekrümmtenGrenzﬂächen.SobleibtdieMe-
thodewesentlichlängerstabilundzeigterstganzzumEndehinﬂuktuierendesVerhalten,
welchesbeiderzumVergleichherangezogenenFEM-Simulationschonwesentlicheher
auftrit.
DieSimulationinstabilerGrenzﬂächenstelterwartungsgemäßdiegrößteHerausforde-
rungfürdieMethodedar.DieWahlderGiterauﬂösungspieltdabeieinegroßeRolefür
dieQualitätdesSimulationsergebnisses,wieanderSimulationsreihemiteinerUnterküh-
lungvon8Kzusehenist.ObwohlmitbeidenGiterauﬂösungendaskorrekteAuftreten
dervierzähligenInstabilitätderGrenzﬂächebeobachtbarist,sotritdiesbeiderhöheren
Auﬂösungwesentlichfrüherauf.DiesistzumEinenderGiterauﬂösunggeschuldet:So
tretenﬂüssigeKanälezwischendenArmenauf,derenDickemitdergröberenGiterauf-
lösungnichtmehraufgelöstwerdenkönnten.Gleichzeitigerlaubtediehöheraufgelöste
SimulationaucheinenkleinerenKeimzuSimulationsbeginn,wasdenbeobachtetenEﬀekt
erklärenkann.
BeiSimulationmitgrößerenZeit-undLängenskalenzeigensichersteSekundärarme.
WährendsichdiesebeiderhochaufgelöstenSimulationschonaufkleinenLängenskalen
andeuteten,tretensiebeiderniederaufgelöstenSimulationerstbeigrößerenZeit-und
LängenskaleninErscheinung.Auﬀäligistihr Wachstumin⟨1⟩-Richtung.Dieseswird
durchdieNähederPrimärarmeunddenEinﬂussderenKonzentrationsfelderhervorgeru-
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fen.BeiderSimulationmitdergeringerenUnterkühlungvon4K,dieähnlichesSekundär-
armwachstumzeigt,istjedochzuerkennen,dassdieseSekundärarmenach Wegfalder
geometrischenBeschränkungdieBestrebungzeigen,inderphysikalischkorrekten⟨10⟩-
Richtungzuwachsen.SorichteninAbbildung4.16diebeidenSekundärarmerechtsoben
ihreSpitzenimletztengezeigtenZustandwiederdeutlichin⟨10⟩-Richtungaus.Ebenso
zeigtsichandemdominierendenSekundärarmaufderihnengegenüberliegendenSeite
einebeginnendeAufspaltunginzweiSpitzenmitkorrekterAusrichtung.
BerechnetmanmitelsderPerturbationstheorievonMulinsundSekerka[102]denkri-
tischenKeimradiusfürdasauftreteneinervierzähligenInstabilität,soerhältmaneinen
Wertvon0,96µm.WirdnuninderSimulationderAnfangskeimgrößergewählt,sobricht
inderSimulationdieVierzähligkeitzusammen.DieshängtmitdengewähltenAnfangs-
bedingungenunddemvorgegebenenKonzentrationsfeldzusammen,durchdassichdie
korrekteKopplungvonWachstumundKonzentrationsfeldersteinstelenmuss.Liegtder
RadiusdeserstarrtenFestkörpersbeiErreichendiesesersten“physikalischen”Zustandes
nochunterhalbdeskritischenKeimradiusfürdieInstabilität,sokannsichdiesekorrekt
ausbilden.LiegterzudiesemZeitpunktschonüberdemkritischenRadius,sobildetsich
dieInstabilitätnichtkorrektheraus.Statdessenentstehen,nochbevorsicheinekonka-
veGrenzﬂächenkrümmungeinstelenkann,sekundäreInstabilitätenin⟨1⟩-Richtungen.
ObwohldiesesekundärenInstabilitätenÄhnlichkeitenmitdenSekundärarmendesaus
demkleinerenKeimerwachsenenDendritenaufweisen,sosindsiedochvongrundlegend
andererNatur.WährenddieSekundärarmebeikleinererKeimgrößeausdenFlankender
Dendritenspitzeerwachsen,undsomitechteSekundärarmedarstelen,fußendiesekun-
därenInstabilitätenalsunphysikalischesResultatdeszugrobenAnfangszustandesdirekt
aufdemPrimärkeim.
BeimVergleichderWachstumscharakteristikamitdemanalytischenModelzeigtsich,
dassdasModeldieDendritenspitzemitrechtguterGenauigkeitabbildenkann.Gleichzei-
tigliegendiesimuliertenGeschwindigkeitenalerdingsunterhalbderanalytischvorherge-
sagtenWerte.DieskannmitdenfrühauftretendenSekundärarmenbegründetwerden:Das
analytischeModelgehtvonparabelförmigenIsokonzentrationslinienparalelzurDendri-
tenspitzeaus.DurchdienahegelegenenSpitzenderSekundärarmegiltdiesjedochnurin
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einemrelativkleinenBereichumdiePrimärarmspitzeherum.Andersausgedrücktbehin-
dernsichPrimär-undSekundärarmdurchdieÜberlappungihrerKonzentrationsfelder
gegenseitig,waszudembeobachtetenlangsamerenWachstumführt.Weiterhininteressant
ist,dassdiemitgröbererAuﬂösungsimulierteDendritenspitzeeinenbesserandieTheo-
rieangepasstenSpitzenradiuszeigtalsdiejenige,diemitfeinererGiterauﬂösungsimuliert
wurde,währendihreGeschwindigkeithingegennochgeringerist.
DasauﬀalendsteMerkmalderSimulationen,dasfrüheAuftretenderSekundärarme,
wurdebisjetztvonkeineranderenSimulationsmethodebeobachtet.Dieslässtzweimög-
licheInterpretationenzu:
EinerseitskönntedasfrüheSekundärarmwachstumaufeinenunphysikalischenEﬀekt
imModelzurückgeführtwerden.DabeiistdasRauschniveaualeinnichtausreichend,
umsolcheinenregelmäßigenEﬀekthervorzurufen.Vielmehrmusseinbishierhernicht
identiﬁziertersystematischerEﬀektimModelexistieren,derdieEntstehungdieserSe-
kundärarmefördert.UmgekehrtmüsstenindiesemFalinderRealitätEﬀekteauftreten,
welchedieSekundärarmbildungandieserSteleunterdrücken,dieimModeljedochnur
ungenügendrepräsentiertwerden.EineMöglichkeitdafürwären(Diﬀusions-)Eﬀekteauf
LängenskalenunterhalbderAuﬂösungsgrenzeR0.SoferndieseeineendlichkleineWel-
lenlängehaben,soltedurchweitereVergrößerungderGiterauﬂösungdasfrüheSekun-
därarmwachstumverschwinden.GleichzeitigwäredamiteinesystematischeUntersuchung
dieserEﬀektemöglich.
AndererseitskönntedasModeltatsächlichphysikalischezweidimensionaleRealitätab-
bilden.DieTatsache,dassanderenumerischeMethodendiesenEﬀektnichtzeigten,hängt
auchdamitzusammen,dassindenetablierten MethodendasSekundärarmwachstum
bekanntermaßenehergehemmtist,sodassmeistzusätzlicheMaßnahmen(zumBeispiel
künstlichenRauschen)unternommenwerden,umSekundärarmwachstumhervorzurufen.
ExperimentelistdiesesPhänomenhingegenfastunmöglichnachzuweisen,dadazueine
in-situ-Beobachtungeines(quasi)zweidimensionalenerstarrendengleichachsigenDendri-
tennotwendigwäre.AlternativmüsstendiesefrühenSekundärarmebeieinerdreidimen-
sionalenSimulationverschwinden.AufgrunddeszusätzlichenVorhandenseinseinerkon-
vexenKrümmunganderPositionihrerjetzigenWurzelistdieserEﬀektauchvorstelbar.
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DafürwärealerdingseineErweiterungdesModelsaufdreiDimensionen,inklusiveder
dafürerforderlichenAnbindunganeinMPIfürverteilteRechnungennotwendig,istaber
nichtmehrTeildieserArbeit.
Insgesamtkonntegezeigtwerden,dassdieLösungvonpartielenDiﬀerentialgleichun-
genaufeinemanisotropiefreienGitermöglichist,ebensodieKopplunganeine(stabile)
Grenzﬂäche.DerenBewegungweistimGegensatzzudenetabliertenMethodenkeinesys-
tematischeRichtungsabhängigkeitauf.EbensokannimPrinzipdasVerhalteninstabiler
Grenzﬂächensimuliertwerden,wobeifüreinegenaueInterpretationdieserSimulationen
weiterenumerischeVersuchenotwendigsind.
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InAbbildung5.1sindrepräsentativeErgebnissebeiderMethodengezeigt.Imqualitativen
VergleichzeigensichdabeidieUnterschiedederMethoden.DermitelsMFTsimulierte
DendritbesitztgegenüberdenmitelsZAsimulierteneinedeutlichbreitereFormderDen-
dritenspitze.DafürtretendieSekundärarmebeidiesemwesentlichfrüherauf,undbesitzen
durchdenEinﬂussdernahegelegenenPrimärarmeeineAusrichtungin⟨1⟩-Richtungen.
DieZA-DendritenzeigenhingegeneineAbhängigkeitderWachstumsgeschwindigkeitvon
ihrerAusrichtungrelativzumSimulationsgiter.Insgesamtbewegensichdiesimulierten
WachstumsgeschwindigkeitenalerdingsinvergleichbarenBereichen.
DieUnterschiedederMethodenlassensichauchdurcheinequalitative“Frequenzanaly-
se”derdurchdieMethodeneingebrachtenFehlerdiskutieren.SozeigenzeluläreAutoma-
teneinestarkeBeeinﬂussungdurchdiediskretenRaumfrequenzen,diedurchdasGiter
vorgegebenwerden.DiesewirkenzualererstaufdieRepräsentationderGrenzﬂäche.
DurchdieindieserArbeiteingeführtenModiﬁkationenkonntendieseRaumfrequenzen
signiﬁkantabgeschwächtwerden.DurchDarstelungderGrenzﬂ
MFT ZA
100 µm
0° 20° 40°
ächeübereinegrößere
MengevonZelen,wiesieinderPhasenfeldmethodegeschieht,kanndiesesRauschen
ebenfalsgedämpftwerden.
Abbildung5.1.:SimuliertesDendritenwachstuminAl-Cubeieinerkonstanten
Abkühlratevon50K/snach150ms.
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BeidergiterlosenSimulationaufeinemanisotropiefreienGiterexistierenhingegen
keinebevorzugtenRaumfrequenzen,derEinﬂussdesGitersaufdieSimulationistalso
isotrop.GleichzeitigbesitztalerdingsdasnumerischeRauscheneinewesentlichgrößere
Amplitude,diebeidenvorliegendenSimulationendasbeobachtetefrüheAuftretenvon
Sekundärarmenhervorruft.Obdiesestatsächlichphysikalischsinnvolist,kannderzeit
nichtentschiedenwerden.
DerzeitbesitztdasgiterloseModeleinenRechenzeitbedarf,deretwasmehralszwei
GrößenordnungenoberhalbdemderZeluläre-Automaten-Rechnungenliegt.Gleichzeitig
istalerdingsbeidiesemauchnochRaumfürOptimierungen,sowohlinderImplementie-
rungalsauchbeidenSimulationsparametern.SobesitzenbeidergegenwärtigenWahlder
NachbarschaftsgrößeGiterpunkteimSchnitumdie50Nachbarn,wasinbiszumehreren
HundertPartikelnbeijederBerechnung,diedieGrenzﬂächebeinhaltet,resultiert.Mitder
VerringerungdieserAnzahlenisteinesigniﬁkanteReduktionderRechenzeitmöglich.
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IndervorliegendenArbeitwurdenzweiunterschiedlicheMethodenzurErstarrungssimu-
lationinsbesonderefürdendritischeErstarrungentwickelt. WährendbeiderZelulären
Automaten-MethodevoralemdieVerringerungderGiteranisotropieimVordergrund
stand,wurdedieanisotropiefreie“MeshlessFrontTracking”-MethodevonGrundauf,ba-
sierendaufderrelativjungenKlassedergiterlosenMethoden,entwickelt.
BeiderZelulärenAutomaten-MethodekonntennacheinersystematischenÜberprü-
fungverschiedenerMethodenausderLiteraturzweimöglichefehlerarmeMethodenzur
Krümmungsberechnunggefundenwerden,vondenensichinderAnwendungdieHö-
henfunktionalsbestmöglicheMethodeherausstelte.ZusätzlichwurdeeineMethodezur
Anisotropiekorrekturgefunden,dieesermöglichte,Dendritenwachstumauchaußerhalb
derGiterrichtunginqualitativzufriedenstelenderWeisezusimulieren.Dabeigelanges
jedochnicht,denGitereinﬂusssoweitzueliminieren,dassquantitativeAuswertungen
(unabhängigvonderWachstumsrichtungdesDendriten)ermöglichtwürden.Auchdurch
denAnsatzderzeitlichgemiteltenAnisotropiedurchGiterrotationließensichkeinequa-
litativbesserenErgebnisseerzielen.
BeidergiterlosenSimulationsmethodewurdedurcheinesystematischeUntersuchung
eineKombinationausgiterloserInterpolationsmethodeundIntegrationsmethodegefun-
den,dieauchaufeinemzufäligenGiternumerischstabileSimulationenermöglicht.Dies
warendieInterpolationsmethodederDiﬀusenApproximation,sowieeinevereinfachte
KolokationzurIntegrationderDiﬀusionsgleichung.DieEigenschaftendieserMethode
wurdenanhandeinesbeispielhaftenzweidimensionalenDiﬀusionsproblemsuntersucht.
AlsGrenzﬂächenrepräsentationwurdeeinePartikelmethodegewählt.Aufgrundderneu-
artigenRepräsentationdesRaumesdurchPunktekonntenklassischePartikelmethoden
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dabeinichtangewandtwerden,vielmehrmussteeinevolständigneuartigeMethodeauf-
gebautwerden.DiedabeizulösendenProblemstelungenwarenvoralemdieBerechnung
derGrenzﬂächengeometriesowiediekorrektePhasenzuordnungderPunktederzugrunde-
liegendenGiterpunkte.Diese“MeshlessFrontTracking”-Methodewurdezunächstmitels
zweibekannterProblemevalidiertunddannzurBerechnungvonErstarrungsproblemen
mitinstabilerGrenzﬂächeeingesetzt.DabeizeigtesichdieprinzipieleEignungderMetho-
dezurDarstelunginstabilerGrenzﬂächen.SoschlugsichdievorgegebeneVierzähligkeit
undAusrichtungderGrenzﬂächenenergieanisotropiekorrektinalenErgebnissennieder.
GleichzeitigwurdeeinfrühesAnsetzendesSekundärarmwachstumsgefunden,welchesin
dieserFormnochmitkeineranderenSimulationsmethodegefundenwurde.
InsgesamtkonntedieZeluläreAutomaten-Methodehingegennocheinmalentschei-
dendgegenüberdenveröﬀentlichtenModelenverbessertwerden.EinevolständigeUnab-
hängigkeitdesSimulationsergebnissesvonderGiterrichtungerscheintzwarimmernoch
möglich,alerdingswäredazueinnichtmehrsinnvolerAufwandzutreiben,derwohl
eﬀektiverzurWeiterentwicklungandererModeleeingesetztwerdenkönnte.Dasgiterlo-
seModellieferthingegenvielversprechendeErgebnisse,dieimMomentnurdurchden
Rechenzeitbedarfbegrenztwerden.
96
[1]Smith,JeﬀreyB.:ShapeInstabilitiesandPaternFormationinSolidiﬁcation:ANew
MethodforNumericalSolutionoftheMovingBoundaryProblem.JournalofComputa-
tionalPhysics,39(1):12–127,1981.
[2]Umantsev,A.R.,V.V.VinogradovundV.T.Borisov:Mathematical-Modelingof
DendriticGrowthinSupercooledMelt.Kristalograﬁya,30(3):455–460,1985.
[3]Schönﬁsch,B.:AnisotropyinCelularAutomata.Biosystems,41(1):29–41,1997.
[4] Markus,M.:DynamicsofaCelularAutomatonwithRandomlyDistributedElements,
Band131derReiheMathematicalPopulationDynamics:ProceedingsoftheSecondIn-
ternationalConference.MarcelDekker,NewYork,1991.
[5]Lorbiecka,A.Z.undB.Šarler:SimulationofDendriticGrowthwithDiﬀerentOrien-
tationbyUsingthePointAutomataMethod.CMC-ComputersMaterials&Continua,
18(1):69–103,2010.
[6]Beltran-Sanchez,L.undD.M.Stefanescu:AQuantitativeDendriteGrowthModel
andAnalysisofStabilityConcepts. Metalurgicaland MaterialsTransactionsA,
35A(8):2471–2485,2004.
[7] Wei,L.,X.Lin,M.WangundW.Huang:OrientationSelectionofEquiaxedDendritic
GrowthbyThree-DimensionalCelularAutomatonModel.PhysicaB,407(13):2471–2475,
2012.
[8]Krane, M.J. M.,D.R.JohnsonundS.Raghavan:TheDevelopmentofaCelular
Automaton-FiniteVolumeModelforDendriticGrowth.AppliedMathematicalModel-
ling,33(5):2234–2247,2009.
97
Literaturverzeichnis
[9]Bösch,A.,H. Müler-KrumbhaarundO.Shochet:Phase-FieldModelsforMoving
Boundary-Problems-ControlingMetastabilityandAnisotropy.ZeitschriftfürPhysikB,
97(2):367–377,1995.
[10]Dilthey,U.,V.PavlikundT.Reichel:MathematicalModelingof WeldPhenomena
3,Kapitel5,Seiten85–105. MaterialsModelingSeries.TheInstituteofMetals,
London,1.Auflage,1997.
[1]Nastac,L.:NumericalModelingofSolidiﬁcationMorphologiesandSegregationPaterns
inCastDendriticAloys.ActaMaterialia,47(17):4253–4262,1999.
[12] Wang, W.,P.D.LeeundM.McLean:AModelofSolidiﬁcationMicrostructuresin
Nickel-BasedSuperaloys:PredictingPrimaryDendriteSpacingSelection.ActaMateria-
lia,51(10):2971–2987,2003.
[13]Nakagawa, M.,Y.NatsumeundK.Ohsasa:DendriteGrowthModelUsingFront
TrackingTechniquewithNewGrowthAlgorithm.IsijInternational,46(6):909–913,
2006.
[14]Zhu,M.F.undD.M.Stefanescu:VirtualFrontTrackingModelfortheQuantitative
ModelingofDendriticGrowthinSolidiﬁcationofAloys.ActaMaterialia,55(5):1741–
1755,2007.
[15]Sasikumar,R.undR.Sreenivasan:2-DimensionalSimulationofDendriteMorphology.
ActaMetalurgicaEtMaterialia,42(7):2381–2386,1994.
[16]Beltran-Sanchez,L.undD.M.Stefanescu:GrowthofSolutalDendrites:ACelular
AutomatonModelandItsQuantitativeCapabilities.MetalurgicalandMaterialsTran-
sactionsA,34(2):367–382,2003.
[17]Li,Q.,B.Yu,H.Zhang,R.Li,F. Wang,S.Xie,GHuangundH. Wang:Celular
AutomatonModelingofSemi-SolidMicrostructureFormation.ChinaFoundry,7(2):143–
148,2010.
98
Literaturverzeichnis
[18] Wu,M.W.undS.M.Xiong:AThree-DimensionalCelularAutomatonModelforSi-
mulationofDendriticGrowthofMagnesiumAloy.ActaMetalurgicaSinica-English
Leters,25(3):169–178,2012.
[19]Rappaz,M.undC.A.Gandin:ProbabilisticModelingofMicrostructureFormationin
SolidiﬁcationProcesses.ActaMetalurgicaEtMaterialia,41(2):345–360,1993.
[20]Gandin,C.A.undM.Rappaz:A3DCelularAutomatonAlgorithmforthePrediction
ofDendriticGrainGrowth.ActaMaterialia,45(5):2187–2195,1997.
[21]Lipton,J.,M.E.Glicksmanund W.Kurz:DendriticGrowthintoUndercooledAloy
Melts.MaterialsScienceandEngineering,65(1):57–63,1984.
[22]Zhu,M.F.undC.P.Hong:AModiﬁedCelularAutomatonModelfortheSimulation
ofDendriticGrowthinSolidiﬁcationofAloys.IsijInternational,41(5):436–445,2001.
[23]Xu,Q.Y.undB.C.Liu:ModelingofAs-castMicrostructureofAlAloywithaModiﬁed
CelularAutomatonMethod.MaterialsTransactions,42(1):2316–2321,2001.
[24]Pan,S.undM.Zhu:AThree-DimensionalSharpInterfaceModelfortheQuantitative
SimulationofSolutalDendriticGrowth.ActaMaterialia,58(1):340–352,2010.
[25]Yin,H.,S.D.FeliceliundL.Wang:SimulationofaDendriticMicrostructurewiththe
LaticeBoltzmannandCelularAutomatonMethods.ActaMaterialia,59(8):3124–3136,
201.
[26] Michelic,SebastianC.,JoergM.ThuswaldnerundChristianBernhard:Polydimen-
sionalModelingofDendriticGrowthandMicrosegregationinMulticomponentAloys.
ActaMaterialia,58(7):2738–2751,2010.
[27]Sasikumar,R.undE.Jacob:SimulationofSideBranchEvolutioninThermalDendritic
Grains.ScriptaMaterialia,35(4):505–510,1996.
[28]Osher,S.undJ.A.Sethian:FrontsPropagatingwithCurvature-DependentSpeed-
AlgorithmsBasedonHamilton-JacobiFormulations.JournalofComputationalPhysics,
79(1):12–49,1988.
99
Literaturverzeichnis
[29]Kothe,D.B.,R.C.MjolsnessundM.D.Torrey:Ripple:AComputerProgramforIn-
compressibleFlowswithFreeSurfaces,1991.
[30]Nichols,B.D.,C.W.HirtundR.S.Hotchkiss:Sola-VOF:ASolutionAlgorithmforTran-
sientFluidFlowwithMultipleFreeBoundaries. TechnischerBericht,LosAlamos
ScientiﬁcLaboratory,1980.
[31]Bulard,J.W.,E.J.Garboczi,W.C.CarterundE.R.Fuler:Numerical-Methodsfor
ComputingInterfacialMean-Curvature. ComputationalMaterialsScience,4(2):103–
16,1995.
[32] Meier,M.,G.YadigarogluundB.L.Smith:ANovelTechniqueforIncludingSurface
TensioninPLIC-VOFMethods.EuropeanJournalofMechanics-B/Fluids,21(1):61–73,
2002.
[33]Brown,S.G.R.undJ.A.Spitle:Rule-BasedLaticeComputer-ModelsforSimulating
DendriticGrowth.ScriptaMetalurgicaEtMaterialia,27(1):1599–1603,1992.
[34]Kremeyer,K.:CelularAutomataInvestigationsofBinarySolidiﬁcation.Journalof
ComputationalPhysics,142(1):243–263,1998.
[35] Martorano,M.A.,M.A.FortesundA.F.Padilha:ANumericalMethodforCurvature
DrivenBoundaryMigration. ModelingandSimulationin MaterialsScienceand
Engineering,14(1):83–98,2006.
[36]Jacot,A.undM.Rappaz:APseudo-FrontTrackingTechniquefortheModelingofSolidi-
ﬁcationMicrostructuresinMulti-ComponentAloys.ActaMaterialia,50(8):1909–1926,
2002.
[37]Tan, W.,N.S.BaileyundY.C.Shin:ANovelIntegratedModelCombiningCelular
AutomataandPhaseFieldMethodsforMicrostructureEvolutionDuringSolidiﬁcati-
onofMulti-ComponentandMulti-PhaseAloys. Computational MaterialsScience,
50(9):2573–2585,201.
100
Literaturverzeichnis
[38]Sussman,M.undE.G.Pucket:ACoupledLevelSetandVolume-of-FluidMethodfor
Computing3DandAxisymmetricIncompressibleTwo-PhaseFlows.JournalofCompu-
tationalPhysics,162(2):301–337,2000.
[39]Taylor,J.E.,J.W.CahnundC.A.Handwerker:OverviewNo.98I-GeometricModels
ofCrystalGrowth.ActaMetalurgicaEtMaterialia,40(7):1443–1474,1992.
[40]Taylor,J.E.:I-MeanCurvatureandWeightedMeanCurvature.ActaMetalurgicaEt
Materialia,40(7):1475–1485,1992.
[41]Hoﬀman,D. W.undJ. W.Cahn:VectorThermodynamicsforAnisotropicSurfaces.1.
FundamentalsandApplicationtoPlaneSurfaceJunctions.SurfaceScience,31(1):368–
388,1972.
[42]Cahn,J. W.undD. W.Hoﬀman:VectorThermodynamicsforAnisotropicSurfaces.2.
CurvedandFacetedSurfaces.ActaMetalurgica,22(10):1205–1214,1974.
[43]Cummins,S.J.,M.M.FrancoisundD.B.Kothe:EstimatingCurvaturefromVolume
Fractions.Computers&Structures,83(6-7):425–434,2005.
[44]Poo,J.Y.undN.Ashgriz:AComputationalMethodforDeterminingCurvatures.Journal
ofComputationalPhysics,84(2):483–491,1989.
[45]Francois,M.M.undB.K.Swartz:InterfaceCurvatureViaVolumeFractions,Heights,
andMeanValuesonNonuniformRectangularGrids.JournalofComputationalPhysics,
229(3):527–540,2010.
[46]Hernandez,J.,J.Lopez,P.Gomez,C.ZanziundF.Faura:ANewVolumeofFluid
MethodinThreeDimensions-PartI:MultidimensionalAdvectionMethodwithFace-
MatchedFluxPolyhedra.InternationalJournalforNumerical MethodsinFluids,
58(8):897–921,2008.
[47]Lopez,J.,C.Zanzi,P.Gomez,R.Zamora,F.FauraundJ.Hernandez:AnImproved
HeightFunctionTechniqueforComputingInterfaceCurvaturefromVolumeFractions.
ComputerMethodsinAppliedMechanicsandEngineering,198(33-36):2555–2564,
2009.
101
Literaturverzeichnis
[48]Lopez,J.undJ.Hernandez:OnReducingInterfaceCurvatureComputationErrorsin
theHeightFunctionTechnique.JournalofComputationalPhysics,229(13):4855–4868,
2010.
[49]Lucy,L.B.:NumericalApproachtoTestingofFissionHypothesis.AstronomicalJournal,
82(12):1013–1024,1977.
[50]Atluri,S.N.undS.Shen:TheMeshlessLocalPetrov-Galerkin(Mlpg)Method.Contem-
poraryResearchonEmergingSciencesandTechnology.TechSciencePress,Encino,
CA,2002.
[51]Smolinski,P.undT.Palmer:ProceduresforMulti-TimeStepIntegrationofElement-
FreeGalerkinMethodsforDiﬀusionProblems.Computers&Structures,77(2):171–183,
2000.
[52]Zhang,X.G.,X.H.Liu,K.Z.SongundM.W.Lu:Least-SquaresColocationMeshless
Method.InternationalJournalforNumericalMethodsinEngineering,51(9):1089–
100,2001.
[53]Liu,Y.,X.ZhangundM.W.Lu:AMeshlessMethodBasedonLeast-SquaresApproach
forSteady-andUnsteady-StateHeatConductionProblems. NumericalHeatTransfer
PartB:Fundamentals,47(3):257–275,2005.
[54]Qian,L.F.undR.C.Batra:Three-DimensionalTransientHeatConductioninaFunc-
tionalyGradedThickPlatewithaHigher-OrderPlateTheoryandaMeshlessLocal
Petrov-GalerkinMethod.ComputationalMechanics,35(3):214–226,2005.
[55]Gu,Y.T.undG.R.Liu:AMeshfreeWeak-Strong(MWS)FormMethodforTimeDepen-
dentProblems.ComputationalMechanics,35(2):134–145,2005.
[56]Šterk,M.undR.Trobec:MeshlessSolutionofaDiﬀusionEquationwithParameter
OptimizationandErrorAnalysis. EngineeringAnalysiswithBoundaryElements,
32(7):567–577,2008.
[57]Thakur,H.,K.M.SinghundP.K.Sahoo:PhaseChangeProblemsUsingtheMLPG
Method.NumericalHeatTransferPartA:Applications,59(6):438–458,201.
102
Literaturverzeichnis
[58]Loukopoulos,V.C.,G.C.Bourantas,E.D.SkourasundG.C.Nikiforidis:Locali-
zedMeshlessPointColocationMethodforTime-DependentMagnetohydrodynamicsFlow
throughPipesunderaVarietyofWalConductivityConditions.ComputationalMecha-
nics,47(2):137–159,201.
[59]Trobec,R.,G.Kosec,M.ŠterkundB.Šarler:ComparisonofLocalWeakandStrong
FormMeshlessMethodsfor2-DDiﬀusionEquation.EngineeringAnalysiswithBoun-
daryElements,36(3):310–321,2012.
[60]Boztosun,I.undA.Charaﬁ:AnAnalysisoftheLinearAdvection-DiﬀusionEquation
UsingMesh-FreeandMesh-DependentMethods.EngineeringAnalysiswithBoundary
Elements,26(10):889–895,2002.
[61] Wu,Z.M.undY.C.Hon:ConvergenceErrorEstimateinSolvingFreeBoundaryDiﬀu-
sionProblembyRadialBasisFunctionsMethod.EngineeringAnalysiswithBoundary
Elements,27(1):73–79,2003.
[62]LaRocca,A.,A.HernandezRosalesundH.Power:RadialBasisFunctionHermite
ColocationApproachfortheSolutionofTimeDependentConvection-DiﬀusionProblems.
EngineeringAnalysiswithBoundaryElements,29(4):359–370,2005.
[63]Šarler,B.undR.Vertnik:MeshfreeExplicitLocalRadialBasisFunctionColocati-
onMethodforDiﬀusionProblems. Computers& MathematicswithApplications,
51(8):1269–1282,2006.
[64]Stevens,D.,H.Power,M.LeesundH.Morvan:TheUseofPDECentresintheLocal
RBFHermitianMethodfor3DConvective-DiﬀusionProblems.JournalofComputatio-
nalPhysics,228(12):4606–4624,2009.
[65]Yao,G.,B.ŠarlerundC.S.Chen:AComparisonofThreeExplicitLocalMeshless
MethodsUsingRadialBasisFunctions.EngineeringAnalysiswithBoundaryElements,
35(3):600–609,201.
[66]Arefmanesh,A.,M.NajaﬁundH.Abdi:AMeshlessLocalPetrov-GalerkinMethod
forFluidDynamicsandHeatTransferApplications.JournalofFluidsEngineering-
TransactionsoftheAsme,127(4):647–655,2005.
103
Literaturverzeichnis
[67]Sadat,H.,N.Dubus,L.GbahoueundT.Sophy:OntheSolutionofHeterogeneousHeat
ConductionProblemsbyaDiﬀuseApproximationMeshlessMethod. NumericalHeat
TransferPartB:Fundamentals,50(6):491–498,2006.
[68]Fang,J.N.,G.F.Zhao,J.ZhaoundA.Parriaux:OntheTrulyMeshlessSolutionof
HeatConductionProblemsinHeterogeneousMedia. NumericalHeatTransferPartB:
Fundamentals,55(1):1–13,2009.
[69] Mulay,S.S.,L.HuaundS.See:OntheDevelopmentofAdaptiveRandomDiﬀerential
QuadratureMethodwithanErrorRecoveryTechniqueandItsApplicationintheLocaly
HighGradientProblems.ComputationalMechanics,45(5):467–493,2010.
[70]Prax,C.,H.SadatundE.Dabboura:EvaluationofHighOrderVersionsoftheDiﬀuse
ApproximateMeshlessMethod.AppliedMathematicsandComputation,186(2):1040–
1053,2007.
[71]Perko,J.undB.Šarler:WeightFunctionShapeParameterOptimizationinMeshlessMe-
thodsforNon-UniformGrids.CMES-ComputerModelinginEngineering&Sciences,
19(1):55–68,2007.
[72]Liu,X.undK.Tai:PointInterpolationColocationMethodfortheSolutionofPartial
DiﬀerentialEquations. EngineeringAnalysiswithBoundaryElements,30(7):598–
609,2006.
[73]Bui,T.Q.,T.N.NguyenundH.Nguyen-Dang:AMovingKrigingInterpolation-Based
MeshlessMethodforNumericalSimulationofKirchhoﬀPlateProblems.International
JournalforNumericalMethodsinEngineering,77(10):1371–1395,2009.
[74]Krysl,P.undT.Belytschko:AnalysisofThinPlatesbytheElement-FreeGalerkinMe-
thod.ComputationalMechanics,17(1-2):26–35,1995.
[75]Firoozjaee,A.R.undM.H.Afshar:DiscreteLeastSquaresMeshless(DLSM)Method
forSimulationofSteadyStateShalowWaterFlows.ScientiaIranica,18(4):835–845,
201.
104
Literaturverzeichnis
[76]Gu,Y.T.,P.ZhuangundQ.Liu:AnAdvancedMeshlessMethodforTimeFractional
DiﬀusionEquation.InternationalJournalofComputationalMethods,8(4):653–665,
201.
[77]Skouras,E.D.,G.C.Bourantas,V.C.LoukopoulosundG.C.Nikiforidis:Truly
MeshlessLocalizedTypeTechniquesfortheSteady-StateHeatConductionProblemsfor
IsotropicandFunctionalyGradedMaterials. EngineeringAnalysiswithBoundary
Elements,35(3):452–464,201.
[78]Amani,J., M.H.Afsharund M.Naisipour:MixedDiscreteLeastSquaresMeshless
MethodforPlanarElasticityProblemsUsingRegularandIrregularNodalDistributions.
EngineeringAnalysiswithBoundaryElements,36(5):894–902,2012.
[79]Zhou,X.,Y.C.HonundK.F.Cheung:AGrid-Free,NonlinearShalow-WaterModel
withMovingBoundary.EngineeringAnalysiswithBoundaryElements,28(8):967–
973,2004.
[80] Wu,N.J.,T.K.TsayundD.L.Young:MeshlessNumericalSimulationforFulyNonli-
nearWaterWaves.InternationalJournalforNumericalMethodsinFluids,50(2):219–
234,2006.
[81]Pal,P.undS.K.Bhatacharyya:SloshinginPartialyFiledLiquidContainers-
NumericalandExperimentalStudyfor2-DProblems.JournalofSoundandVibration,
329(21):4466–4485,2010.
[82]Reutskiy,S.Yu:TheMethodofApproximateFundamentalSolutions(MAFS)forStefan
Problems.EngineeringAnalysiswithBoundaryElements,36(3):281–292,2012.
[83]Vertnik,R.,M.ZaložnikundB.Šarler:SolutionofTransientDirect-ChilAluminium
BiletCastingProblemwithSimultaneousMaterialandInterphaseMovingBoundaries
byaMeshlessMethod.EngineeringAnalysiswithBoundaryElements,30(10):847–855,
2006.
[84]LaRocca,A.undH.Power:AHermiteRadialBasisFunctionColocationApproachfor
theNumericalSimulationofCrystalizationProcessesinaChannel.Communications
inNumericalMethodsinEngineering,22(2):19–135,2006.
105
Literaturverzeichnis
[85]Vertnik,R.undB.Šarler:MeshlessLocalRadialBasisFunctionColocationMethod
forConvective-DiﬀusiveSolid-LiquidPhaseChangeProblems.InternationalJournalof
NumericalMethodsforHeat&FluidFlow,16(5):617–640,2006.
[86]Gao,Z.H.,Y.M.Lai,M.Y.Zhang,J.L.QiundS.J.Zhang:AnElementFreeGaler-
kinMethodforNonlinearHeatTransferwithPhaseChangeinQinghai-TibetRailway
Embankment.ColdRegionsScienceandTechnology,48(1):15–23,2007.
[87]Vrankar,L.,E.J.Kansa,L.Ling,F.RunovcundG.Turk:Moving-BoundaryProblems
SolvedbyAdaptiveRadialBasisFunctions. Computers&Fluids,39(9):1480–1490,
2010.
[88]Choudhury,A.,K.Reuther,E.Wesner,A.August,B.NestlerundM.Retenmayr:
ComparisonofPhase-FieldandCelularAutomatonModelsforDendriticSolidiﬁcation
inAl-CuAloy.ComputationalMaterialsScience,55:263–268,2012.
[89]Schäfer,A.undD.Fey:Libgeodecomp:AGrid-EnabledLibraryforGeometricDecompo-
sitionCodes.Proceedingsofthe15thEuropeanPVM/MPIUsers’GroupMeetingon
RecentAdvancesinParalelVirtualMachineandMessagePassingInterface,Seiten
285–294,2008.
[90]Crank,J.:TheMathematicsofDiﬀusion,Seite1f. ClarendonPress,Oxford,2.ed,
reprint,Auflage,1995.
[91]Atluri,S.N.undS.Shen:TheMeshlessLocalPetrov-Galerkin(Mlpg)Method,Seite56.
ContemporaryResearchonEmergingSciencesandTechnology.TechSciencePress,
Encino,CA,2002.
[92]Atluri,S.N.undS.Shen:TheMeshlessLocalPetrov-Galerkin(Mlpg)Method,Seite76.
ContemporaryResearchonEmergingSciencesandTechnology.TechSciencePress,
Encino,CA,2002.
[93]Jiao,X.undH.Zha:ConsistentComputationofFirst-andSecond-OrderDiﬀerential
QuantitiesforSurfaceMeshes,2008.1364924159-170.
106
Literaturverzeichnis
[94]Crank,J.:TheMathematicsofDiﬀusion,Seite24f.ClarendonPress,Oxford,2.ed,
reprint,Auflage,1995.
[95]Smith,V.G.,W.A.TilerundJ.W.Ruter:AMathematicalAnalysisofSoluteRedis-
tributionDuringSolidiﬁcation.CanadianJournalofPhysics,33(12):723–745,1955.
[96]Tiler,W.A.,K.A.Jackson,J.W.RuterundB.Chalmers:TheRedistributionofSolute
AtomsDuringtheSolidiﬁcationofMetals.ActaMetalurgica,1(4):428–437,1953.
[97]Alen,D.N.D.undR.T.Severn:ApplicationofRelaxationMethodstoSolutionof
Non-ElipticPartialDiﬀerentialEquations.3.HeatConduction,withChangeofState,
in2SpaceDimensions. QuarterlyJournalofMechanicsandAppliedMathematics,
15(Feb):53–62,1962.
[98]Zabaras,N.undS.Mukherjee:AnAnalysisofSolidiﬁcationProblemsbytheBoun-
daryElementMethod.InternationalJournalforNumericalMethodsinEngineering,
24(10):1879–1900,1987.
[99]Jo,J.C.,W.K.ShinundC.Y.Choi:MultidimensionalPhaseChangeProblemsbythe
Dual-ReciprocityBoundary-ElementMethod.NumericalHeatTransferPartB:Funda-
mentals,36(1):95–13,1999.
[100]Zabaras,N.undY.Ruan:MovingandDeformingFinite-ElementSimulationof2-
DimensionalStefan-Problems. CommunicationsinAppliedNumerical Methods,
6(7):495–506,1990.
[101]Rathjen,K.A.undL.M.Jiji:HeatConductionwithMeltingorFreezinginaCorner.
JournalofHeatTransfer,93(1):101–109,1971.
[102] Mulins, W. W.undR.F.Sekerka:MorphologicalStabilityofaParticleGrowingby
DiﬀusionorHeatFlow.JournalofAppliedPhysics,34(2):323–329,1963.
[103]Osher,S.undR.Fedkiw:LevelSetMethodsandDynamicImplicitSurfaces,Band153
derReiheAppliedMathematicalSciences.Springer,NewYork,1.Auflage,2003.
[104]deGroen,P.P.N.:AnIntroductiontoTotalLeastSquares.eprintArXiv.math/9805076,
1996.
107

a⃗ GeometrischerVektor
a AlgebraischerSpaltenvektor
aT AlgebraischerZeilenvektor
a˜ AngenäherterWert
a′ KoordinateimrotiertenKoordinatensystem
a∗ Gleichgewichtsgröße
aa AnalytischeLösung
ac AufdieMitedesSimulationsraumes
bezogen
ai,j ZustandsvariablederZele(i,j)an
Position⃗xi,j
ai,j,t ZustandsvariablederZele(i,j)an
Position⃗xi,jzurZeitt.
ap PhysikalischeEntsprechungeinerModel-
variable
aP WertauseinembekanntenPhasendiagramm
arep NumerischeRepräsentationeinerGröße
as AufdieDendritenspitzebezogen
at WertzumZeitpunktt.
aΓ AufdieGrenzﬂächebezogeneGröße
ai ElementeinesalgebraischenVektors
ai ZumPunkt⃗xigehörig
ai,j ElementeinerMatrix(i-teZeile,j-teSpalte)
al AufdieFlüssigphasebezogeneGröße
ax/y KomponenteeinesgeometrischenVektors
as AufdieFestphasebezogeneGröße
δa NumerischerDarstelungsfehlereinerGröße
↓a Größe,aufdieeinvorhergehenderDiﬀerentialoperator
wirkt
Einheitsmatrix
a Koeﬃzientenfürkleinste-Quadrate-An-
passungoderRBF
g KoeﬃzientenderGauss-Quadratur
f beliebigeFunktion
fs FestphasenanteileinerZele
k Verteilungskoeﬃzient
I
AnhangA.Formelzeichen
l LängedesDendriten
m AnstiegderLiquiduslinie
m NatürlicheTahl
mI negativerAnstiegdesDrehintervalsmit
zunehmenderZahlanSimulationsschriten
n⃗ Normalenrichtung
n NatürlicheZahl
p PhasenzugehörigkeiteinerZele
q KoeﬃzientfürdieAnisotropiekorrektur
s BoolescherWertfürdieZusammengehör-
igkeitbenachbarterZelen
u Punktwert
v TestfunktionderschwachenFormulierung
v Grenzﬂächengeschwindigkeit
x⃗ Ortsvektor
x Ortskoordinate
xg PositionenderGauss-Quadratur
y Ortskoordinate
A AbstandzweierZeleninx-Richtung
A MatrixderlinkenSeiteinGWQ/DAM
B AbstandzweierZeleniny-Richtung
B MatrixderrechtenSeiteinGWQ/DAM
C Konzentration
D Diﬀusionskoeﬃzient
G AnzahlPunkteinderGauss-Quadratur
I IntervalzwischenzweiRotationsschriten
I0 DrehintervalzuBeginnderSimulation
Im MinimalesDrehinterval
K MatrixfürBerechnungschwacherLösung
L MatrixfürBerechnungschwacherLösung
L SeitenlängederDomäne
L∞ MaximalerFehler
L2 MitlererquadratischerFehler
M AnzahlPunkteinderNachbarschaftoder
Simulationsdomäne
N AtommengeineinerZele
N AnzahlFunktionenfürdiekleinste-Quadrate-
Anpassung
R Kreisradius
R(x) radialeBasisfunktion
R0 Nachbarschaftsradius
R0 GrundmatrixderRBF
R Rotationsmatrix
S SchwelwertinderRotation
T Temperatur
T Translationsmatrix
U Zeitschritoperator
Urep NumerischeRepräsentationdesZeitschritoperators
Unum totalernumerischerZeitschritoperator
α Rotationswinkel
α Temperaturleitfähigkeit
δ Delta-Distribution
δ Variationsoperator
δfs FürdieAnisotropiekorrekturabgezweigter
Festphasenanteil
δi,j Kronecker-Delta
γ Grenzﬂächenenergie
γ0 Gibbs-Thomson-Koeﬃzient
ε AnisotropieparameterderGrenzﬂächen-
energie
η Glätungsparameterdervereinfachten
Kolokation
κ Krümmung
Ξ Beikleinste-Quadrate-Anpassungenzu
minimierendeFehlerfunktion
ρ Punktdichte
I
ρmin,max Minimale,MaximalePunktdichte
σ Standardabweichung
σ∗ Stabilitätsparameter
ϕ Formfunktion
∇⃗ Nabla-Operator
∇⃗n Richtungsableitung
∇t TangentialableitungamRanddesSimula-
tionsraums
Δ Laplace-Operator
Δd MinimalerpaarweiserAbstand
Δfs ZuwachsdesFestphasenanteilsineinem
Zeitschrit
Δt Zeitschrit
Δx,ΔyParameterdeskartesischenGiters
ΔN VeränderungderMengeanLegierungsatomen
ΔNs AnzahlSchrite,dieeineZelezum
volständigenErstarrenbenötigt
ΔT Unterkühlung
(Δϕ) FormfunktionderzweitenAbleitung
Θ tatsächlicheWachstumsrichtung
Θ0 bevorzugteWachstumsrichtung
Φ Formfunktionenmatrix
Ψ DiskretisierterechteSeitederDiﬀusions-
gleichung
Ω Simulationsdomäne
Ωi Teildomäne
II

AufeinerregelmäßigeneindimensionalenAnordnungvonPunktenximiteinemgleich-
mäßigenAbstandxi–xi–1=Δx∀ikönnendieAbleitungeneinerFunktionf(x),diedurch
ihreWertefi=f(xi)aufdenPunktenrepräsentiertist,folgendermaßengenähertwerden:
∂f
∂xxi=
fi+1–fi
Δx +O(h) RechtsseitigeAbleitung (B.1)
∂f
∂xxi=
fi–fi–1
Δx +O(h) LinksseitigeAbleitung (B.2)
∂f
∂xxi=
fi+1–fi–1
2Δx +O(h
2) Zentraldiﬀerenz (B.3)
∂2f
∂x2xi=
fi+1–2fi+fi–1
Δx2 +O(h
2) ZweiteAbleitung (B.4)
FürdieBerechnungdereinseitigenRichtungsableitunginzweiDimensioneninRichtung
desEinheitsvektors⃗n=(nx,ny)giltentsprechendaufeinemzweidimensionalenquadrati-
V
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schenPunktgitermitdenGiterpunkten⃗xi,j=(xi,j,yi,j):
∇⃗nf⃗xi,j=⃗n∇fxi,j=nx
fi+sign(nx),j–fi,j
Δx +ny
fi,j+sign(ny)–fi,j
Δx (B.5)
Hierbeiistsign(x)dieVorzeichenfunktion:
sign(x)=


–1 x<0
0 x=0
1 x>0
Umden WertderFunktionyaneinemPunkt⃗x,derinnerhalbdesQuadrats⃗xi,j,⃗xi+1,j,
x⃗i+1,j+1,⃗xi,j+1liegt,zubestimmen,wirdderFunktionswertdurchdieWertederFunktionan
diesenPunktenfi,jbestimmt:MitdentransformiertenKoordinatenu=(x–xi,j)/Δxund
v=(y–yi,j)/Δxgiltdabei:
f(⃗x)=(1–u)(1–v)fi,j+(1–u)vfi,j+1+uvfi+1,j+1+u(1–v)fi+1,j (B.6)
Beider“Level-Set”-MethodewirddieKrümmungeinerGrenzﬂäche,diealsHöhenlinieei-
nesstetigenFeldesfrepräsentiertist,durchAbleitungendiesesFeldesbeschrieben[103]:
κ=
∂2f
∂x2
(∂f
∂y
)2+∂2f∂y2
(∂f
∂x
)2–2∂f∂x∂f∂y∂
2f
∂x∂y[(∂f
∂x
)2+
(∂f
∂y
)2]32 (B.7)
BeiderHöhenfunktionsmethodewirddieSummederFestphasenanteilenindreiSpalten
zusiebenZelengebildet.Durchdiesedrei“Höhenwerte”,diesichinderMitederSpalten
beﬁnden,wirddanneinPolynomzweiterOrdnunggelegt,dessenKrümmungalsGrenz-
VI
B.1.FürdieseArbeitrelevanteMethodenfürreguläre,quadratischeGiter
ﬂächenkrümmungangenommenwird(AbbildungB.1).DieSpaltenkönnendabeiinx-,
odery-Richtungliegen,abhängigvondergrößerenKomponentederNormalenrichtung,
diedaherschonvorderKrümmungsberechnungwenigstensnäherungsweisebekanntsein
muss.InzweiDimensionenisteinePolynomzweiterOrdnungdurchdreiPunkteeindeutig
bestimmt.IndreiDimensionenbesitzteinPolynomzweiterOrdnungsechsKomponenten,
währenddieHöhenfunktionskonstruktionneunPunkteergibt(3×3Spalten).DieParame-
terdesPolynomsmüssendanndurchkleinste-Quadrate-Annäherungangepasstwerden.
AlternativwärenauchFiniteDiﬀerenzenmöglich.
1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
0 0 0
0 0
0
0
00,2
0,5 0,3
Σ=4,2Σ=3,5Σ=3,3
AbbildungB.1.: Prinzip
der Krümmungs-
berechnung mitels
einer Höhenfunktion
(Abbildungnach[43]).
NachderRotationdesGitersumdenWinkelαumeinenbe-
liebigenPunkt(x0,y0)lassensichzudenZelkoordinatendes
neuenGiters(x′,y′)diedazugehörigePosition(x,y)imalten
GiterunterVerwendunghomogenerKoordinatenﬁnden:


x
y
1

=T
–1R–1T


x′
y′
1

 (B.8)
DabeiistTdieTranslationsmatrix
T=


1 0x0
01 y0
0 0 1

 (B.9)
undRdieRotationsmatrix:
R=


cosα –sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1

 (B.10)
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Beieinerkleinsten-Quadrate-AnpassungsoleineFunktionf˜(x)=∑iaifi(x)mitdenvorge-
gebenenTeilfunktionenfi(x)unddenParameternai,i=1...NüberdieWahlebendieser
bestmöglichaneineMengeanPunkten(xj,yj),j=1...M,M>Nangepasstwerden.Dafür
wirdder(gewichtete)quadratischeFehler
Ξ=
M∑
j
wj
(
yi–
N∑
i
aifi(xj)
)2
(B.1)
minimiert.DabeikannoptionaljedemPunktjeineeigeneWichtungwjvorgegebenwer-
den.ImMinimumderFehlerfunktionmussderenAbleitungnachalenParameternai
verschwinden:
0=∂Ξ∂ai=2
M∑
j
wjfi(xj)
(
yi–
N∑
k
akfk(xj)
)
(B.12)
Darausergibtsicheinsymmetrisches,linearesGleichungssystemfürdieParameterai:


∑M
jwjf1(xj)2 ···
∑M
jwjf1(xj)fN(xj).. ... ..
∑M
jwjfN(xj)f1(xj)···
∑M
jwjfN(xj)2

·


a1..
aN

=


∑M
jwjf1(xj)yj..
∑M
jwjfN(xj)yj

 (B.13)
AuchwennxhieralsSkalarnotiertist,sinddafürauchVektorenmöglich.IndieserArbeit
stelendiefiimAlgemeineneinevolständigemonomischeBasisderjeweiligenDimension
undGraddar.
GesuchtistdieGeradey=a0+a1x,diezudenPunkten(xiyi),i=1...Nden(gewichtet)
summiertenminimalenAbstandbesitzt.DieseGeradeschneidetimmerdenSchwerpunkt
(¯x¯y)= 1M
∑M
i(xiyi)[104],undbesitztdaherimSchwerpunktsystem
(˜xiy˜i
)=(xiyi)–(¯x¯y)die
VII
B.2.Kleinste-Quadrate-Anpassungen
Form:
y˜=a1˜x (B.14)
DieLösungeinerklassischenkleinste-Quadrate-AnpassungfürdieseGleichunglautet:
a1=
∑M
iwixiyi∑M
iwix2i
(B.15)
NunwirdeinumeinenbeliebigenWinkelαrotiertesKoordinatensystem

x′
y′

=

cosα –sinα
sinα cosα



x˜
y˜

 (B.16)
betrachtet.ExistiertnuneinKoordinatensystem,indemderdiemitels(B.15)bestimmte
Anstiegverschwindet,dieGeradealsomitderx′-Richtungkoinzidiert,soistdieseGerade
dieGesuchte.Darausfolgt:
a±1=–tanα±=12
∑M
iwi˜yi2–
∑M
iwi˜x2i±
√(∑M
iwi˜y2i–
∑M
iwi˜x2i
)2+4∑Miwi(˜xi˜yi)2∑M
iwi˜xi˜yi (B.17)
DiebeidenLösungenentsprechendabeidenGeradenmitdemjeweilsminimalenundma-
ximalengewichtetensummiertenAbstand.DieseGeradenstehensenkrechtaufeinander.Je
nachVorzeichenderDiﬀerenzdersummiertengewichtetenAbständederbeidenGeraden
M∑
i
wiy′i
a+1
–
M∑
i
wiy′i
a–1
=
(M∑
i
wi˜x2i–
M∑
i
y˜2i
)
(a+1)2–1
(a+1)2+1=
(M∑
i
wi˜x2i–
M∑
i
y˜2i
)
1–(a–1)2
(a–1)2+1
(B.18)
kanndergewünschteAnstiega1ausgewähltwerden.DiegesuchteNormalenrichtunghat
schlussendlichdieForm(mitunbekanntemVorzeichen):
n⃗=± 1√1+a2

a
–1

 (B.19)
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UmjedenPunktx⃗iwirdeineradialeBasisfunktionRi(⃗x)=R(|⃗x–⃗xi|)beschrieben.Die
gewichteteSummealerBasisfunktionenergibtdaskontinuierlicheKonzentrationsfeld:
C(⃗x)=
M∑
i
aiRi(⃗x)=RT(⃗x)×a (B.20)
DieInterpolationsmethodederradialenBasisfunktionenberuhtaufdemFakt,dassfüreine
PunktmengemitpaarweiseunterschiedlichenPunkteneinKoeﬃzientenvektoraexistiert,
sodassdassInterpolationskriteriumϕi(⃗xj)=δi,jgilt,d.h.:
C(⃗xi)=ui=
M∑
j
Rj(⃗xi)aj∀i (B.21)
SteltmandieseGleichungfüralePunktex⃗iauf,soergibtsichfolgendesGleichungssys-
tem: 

u1...
uM

=


R1(⃗x1)··· RM(⃗x1)... ... ...
R1(⃗xM)···RM(⃗xM)

×


a1..
aM

 (B.22)
OderinkompakterForm:
u=R0a (B.23)
DahergiltfürdenKoeﬃzientenvektora:
a=R–10u (B.24)
ZusammenmitGleichung(B.20)ergibtsichalsofürdieKonzentrationanjedemOrtdes
Simulationsraumes:
C(⃗x)=RT(⃗x)R–10u (B.25)
X
B.3.GiterloseInterpolationsmethoden
DerFormfunktionsvektornachGleichung(2.4)hatfürradialeBasisfunktionenalsodie
Form:
ϕTRBF(⃗x)=RT(⃗x)R–10 (B.26)
FürdiesenFormfunktionsvektorgiltperDeﬁnitiondasInterpolationsbedingung,d.h.:
ϕi,RBF(⃗xj)=δi,j (B.27)
AndersausgedrücktistderWertderInterpolationsaneinemPunktimmeridentischmit
seinemWert.
DerFormfunktionsvektorfürdenLaplace-Operatorergibtsichentsprechendaus:
ΔϕTRBF(⃗x)=
(
Δ↓R
T
(⃗x)
)
R–10 (B.28)
FürAnpassungamOrt⃗xmiteinemgewähltenSatzvonNFunktionenf(⃗x)ergibtsichder
KoeﬃzientenvektoraalsLösungderGleichung(B.13)(sieheB.2.1):


∑M
iwi(⃗x)f1(⃗xi)f1(⃗xi)···
∑M
iwi(⃗x)f1(⃗xi)fN(⃗xi).. ... ..
∑M
iwi(⃗x)fN(⃗xi)f1(⃗xi)···
∑M
iwi(⃗x)fN(⃗xi)fN(⃗xi)

×


a1..
aN

=


∑M
iwi(⃗x)f1(⃗xi)ui..
∑M
iwi(⃗x)fN(⃗xi)ui


(B.29)
DerVektoraufderrechtenSeitekannauchalsMatrix-Vektor-Produktgeschriebenwerden:
R.S.=


w1(⃗x)f1(⃗xi)··· wM(⃗x)f1(⃗xM).. ... ..
w1(⃗x)fN(⃗xi)···wM(⃗x)fN(⃗xM)

×u (B.30)
DannkannmanGleichung(B.29)schreibenals
A(⃗x)a=B(⃗x)u (B.31)
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undsomit
a(⃗x)=A–1(⃗x)B(⃗x)u (B.32)
FürdieInterpolationanjedemPunktergibtsichdamit:
C(⃗x)=fT(⃗x)a(⃗x)=fT(⃗x)A–1(⃗x)B(⃗x)u (B.33)
DerFormfunktionsvektorfürdiegleitendegewichtetekleinsteQuarate-Anpassungistalso
ϕTGWQ(⃗x)=fT(⃗x)A–1(⃗x)B(⃗x) (B.34)
Esistdabeianzumerken,dassdieserFormfunktionsvektorimGegensatzzudemderRBF-
MethodiknichtdasInterpolationskriteriumerfült.Dasbedeutet,dasssichdieinterpo-
liertenKonzentrationenandenPunktenvonderenWertenunterscheidenkönnen.Mitels
derFormfunktionsmatrixΦi,j=ϕi,GWQ(⃗xj)undderenInversenkönnensieineinanderum-
gerechnetwerden:
C(⃗xj)=
M∑
i
Φi,jui (B.35)
ui=
M∑
j
Φ–1i,jC(⃗xi) (B.36)
FürdenFormfunktionsvektorfürdenLaplace-Operatorergibtsich:
(Δϕ)TGKQ=Δ
↓f
T
×(A–1B)
+⃗∇↓f
T
×
(
∇⃗
↓
A–1B+A–1⃗∇B
)
+fT×
(
Δ
↓
A–1B+2⃗∇
↓
A–1⃗∇↓B+A–1ΔB
)
(B.37)
FürdieauftretendenAbleitungenderInversengilt:
∂A–1=–A–1∂AA–1 (B.38)
∂2A–1=2A–1∂↓AA–1∂↓AA–1–A–1∂2↓AA–1 (B.39)
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B.4.ExpliziteZeit-VorwärtsintegrationderDiﬀusionsgleichung
DieAbleitungenderMatrixelementeenthaltenlediglichdieAbleitungenderWichtungs-
funktion:
∂Ai,j=
M∑
k
fi(⃗xk)fj(⃗xk)∂wk(⃗x) (B.40)
∂2Ai,j=
M∑
k
fi(⃗xk)fj(⃗xk)∂2wk(⃗x) (B.41)
∂Bi,j=fi(xj)∂wj(⃗x) (B.42)
∂2Bi,j=fi(xj)∂2wj(⃗x) (B.43)
BeiderDAMwerdeninderGWQ-FormfunktiondieAbleitungstermederWichtungsfunk-
tionvernachlässigt.DamithatderFormfunktionsvektordesLaplace-OperatorsdieForm:
(Δϕ)TDAM(⃗x)=ΔfT(⃗x)×
(A–1(⃗x)B(⃗x)) (B.44)
DieFormfunktionendesFeldesselbstsindhingegenidentischmitdenenderGWQ.
JenachgewählterMethode(FDodergiterlos)wirddierechteSeitederDiﬀusionsgleichung
(3.1)ineinendiskretisiertenOperatorΨ,dervomOrtund(algemeinformuliert)dem
VektoraleraufdemGiterrepräsentiertenKonzentrationenCabhängt,umgewandelt:
∇⃗(Dl,s·⃗∇Cl,s)⃗x→Ψ(⃗x,C) (B.45)
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MitdiesemwirdausderDiﬀusionsgleichungeinegewöhnlicheDiﬀerentialgleichungder
Zeit:
dC
dt x⃗=Ψ(⃗x,C) (B.46)
DieVariantemitdemgeringstenRechenaufwandistdieexpliziteZeit-Vorwärtsintegration.
DabeiwirdzunächstdieZeitableitungineineﬁniteDiﬀerenzersterOrdnungumgewan-
delt:
dC
dt→
Ct+Δt–Ct
Δt (B.47)
DesWeiterenwirddiediskretisierterechteSeiteΨausdemaktuelenZustanddesModels
zumZeitpunktterrechnet.Darausergibtsich:
Ct+Δt(⃗x)=Ct(⃗x)+ΔtΨ(⃗x,C) (B.48)
MitFinitenDiﬀerenzenzweiterOrdnung(AbschnitB.1.1)hatdiediskretisierteDiﬀusions-
gleichungmitörtlichkonstantemDiﬀusionskoeﬃzienteninzweiDimensionendieForm:
Ci,j,t+Δt=Ci,j,t+DΔtC
i+1,j,t+Ci–1,j,t+Ci,j+1,t+Ci,j–1,t–4Ci,j,t
Δx2 (B.49)
BeiderKolokationsoldieGleichung(B.48)anbestimmtenPunkten⃗xiexaktgelöstwer-
den.IndieserArbeitsinddieseidentischmitdenGiterpunkten.Esgiltalsoandiesen
Punkten:
C(⃗xi)t+Δt=C(⃗xi)t+DΔtΔϕT(⃗xi)u (B.50)
FürdieRBF-Methode,diedasInterpolationskriteriumerfültundfürdiealsoC(⃗xi)=ui
gilt,istdiesgleichzeitigdieEntwicklungsgleichungfürdieWertederPunkte.
XIV
B.4.ExpliziteZeit-VorwärtsintegrationderDiﬀusionsgleichung
Fürdiekleinste-Quadrate-Methodengilthingegen
C(⃗xi)t=Φut (B.51)
unddamit:
Φut+Δt=(Φ+DΔtΔΦ)ut (B.52)
HierbeigiltinAnlehnungandieFormfunktionsmatrixΔΦi,j=(Δϕ)i(⃗xj).Diesbedeutet,
dassfürjedenZeitschriteinlinearesGleichungssystemfüraleuigelöstwerdenmuss.
BeiderschwachenFormulierungwirddieGleichung(B.48)miteinerbeliebigenTestfunk-
tionv(⃗x)multipliziertundübereinenTeilderSimulationsdomäneintegriert:
∫
Ωi
v(⃗x)Ct+Δt(⃗x)dΩ=
∫
Ωi
v(⃗x)(Ct(⃗x)+ΔtΨ(⃗x,C))dΩ (B.53)
IndieserArbeitwurdevalsKonstantegewähltundkanndaherindenfolgendenBe-
trachtungenvernachlässigtwerden.ZurBerechnungdesIntervalskanneinebeliebigenu-
merischeIntegrationsmethode,zumBeispieldieGaußscheQuadraturangewandtwerden.
WiebeidenweitausmeistennumerischenIntegrationsmethodenwirddabeidasIntegral
∫ydxineinegewichteteSumme∑Gjgjy(xgj)umgewandelt.DamiterhältGleichung(B.53)
dieForm G∑
j
gjCt+Δt(⃗xgj)i)=
G∑
j
gj
(
Ct(⃗xgj)i)+ΔtΨ(⃗xgj)i,C)
)
(B.54)
MitdenFormfunktionen(unabhängigvonderInterpolationsmethode)ergibtsichalsoals
GleichunginderTeildomäneΩi:
G∑
j
gj
∑
k
ut+Δtk ϕk(⃗xgj)i)=
G∑
j
gj
∑
k
utkϕk(⃗xgj)i)+DΔt
G∑
j
gj
∑
k
utk(Δϕ)k(⃗xgj)i) (B.55)
DiesistwiederumeinelineareGleichung,diedieKnotenwertezumZeitpunktt+Δtmit
denenzumZeitpunkttverknüpfen.SteltmandiesenunfürsovieleTeildomänenauf,
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wiePunktevorhandensind,soerhältmanwiedereinlösbareslinearesGleichungssystem
Kut+Δt=LutfüralePunkte:
Ki,k=
G∑
j
gjϕk(⃗xgj)i) (B.56)
Li,k=
G∑
j
gj
(
ϕk(⃗xgj)i)+DΔt(Δϕ)k(⃗xgj)i)
)
(B.57)
DiemaximalePunktdichteinzweiDimensionenmitgegebenemMinimalabstandistbei
einerperfektenhexagonalenAnordnungderPunkteerreicht.DessenPunktdichtebeträgt
inAbhängigkeitdesAbstandesnächsterNachbarn:
ρmax=ρhexagonal=
(√3
2Δd
2
)–1
≈1,15Δd–2 (B.58)
DieminimalePunktdichtebeigegebenemMinimalabstandistbeiderAnordnungmit
möglichstwenigenPunktenerreicht,beideralePunktedenMinimalabstandzueinander
einhalten,esjedochnichtmöglichist,einenweiterenPunktzusetzen.Diesistbeieiner
hexagonalenAnordnungderFal,derenGiterkonstante(umeineninﬁnitesimalkleinen
Wert)geringerals√3Δdist.Solangesiedarunterliegt,existierenkeineZwischengiter-
plätze,diedenMindestabstandzualenNachbarneinhalten.Diesetauchenerstbeidiesem
Wertauf.EbensotauchteinZwischengiterplatzauf,sobaldnureineinzigerPunktindie-
semGiterumeinenbeliebigkleinenWertverschobenwird.Damitistdiesehexagonale
AnordnungdiejenigemitderkleinstenmöglichenPunktdichte.Dieseliegtbei
ρmin=
(
3√3
2Δd
2
)–1
≈0,385Δd–2 (B.59)
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1.FürdieBerechnungderGrenzﬂächengeometrieimRahmenvonzeluläreAuto-
maten-ModelensteltdergegenwärtiginderLiteraturvorherrschendeingesetzte
LevelSet-AnsatzmitFinitenDiﬀerenzennichtdasOptimumdar.
2.DurchdenEinsatzderHöhenfunktionsmethodeoderdesLevelSet-Ansatzesmit
kleinsteQuadrate-AnpassunginetwasgrößererUmgebunglassensichwesentlich
bessereErgebnisseerzielen.
3.DurchdieEinführungeinerModiﬁkationzurAbschwächungdesanisotropenGit-
tereinﬂusses,diedasGrenzﬂächenwachstuminGiterrichtunghemmtundindie
bevorzugteRichtungfördert,lässtsichgleichachsigedendritischeErstarrungauch
inRichtungenabseitsderGiterrichtungensimulieren.
4.BeiunphysikalischerErhöhungderStärkederGrenzﬂächenenergieanisotropieist
esmitelsderRotationdesGiterswährendderSimulationmöglich,beigeeigne-
terWahldesRotationsintervalsgiterunabhängigesdendritischesWachstumzu
simulieren.
5.Esistmöglich,dieDiﬀusionsgleichungmitelseinerRepräsentationdesRaumes
durcheinisotropesPunktgitermitpaarweisemMinimalabstandderPunktezu
integrieren.
6.Diesistjedochnichtmit“klassischen”giterlosenIntegrationsmethodenmöglich.
VielmehrwirddafüreinevereinfachteKolokationmitGlätungbenötigt.
7.VondengiterlosenInterpolationsmethodenweistdiediﬀuseApproximationsme-
thodedasgeringsteFehlerniveaubeiSimulationenaufdiesenGiternauf.
8. MitelseinerRepräsentationderGrenzﬂächedurchPartikellassensichPhasen-
umwandlungsprozesseaufsolcheinemGitersimulieren.DiebeidseitigeKopp-
lungderGrenzﬂächenbewegungandasumgebendeTemperatur-oderKonzen-
trationsfeldwirddabeikorrektwiedergegeben,sodassbekannteanalytischebzw.
veröﬀentlichteErgebnissenachvolzogenwerdenkönnen.
9.Diese Methodeistebensoimstande,instabilesGrenzﬂächenwachstummitder
korrektenSymmetriezubeschreiben.
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